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위대한�령도자�대원수님께서는�다음과�같이�말씀하시였다.�

《수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한 

수단으로 됩니다. 수학교육을 강화하는것은 자라나는 새 세대들의 과학적인 사고능력을 

키워주는데서 중요한 의의를 가집니다.》 

정보산업시대,�지식경제시대에�들어선�오늘�수학의�지식과�방법을�모르고서는�

현대과학과�기술을�배울수도�없고�발전시킬수도�없다.�바로�그렇기때문에�수학은�

모든�자연과학의�기초로�될뿐아니라�사회현상을�연구하는데서도�중요한�수단으로�

된다.�

시대의�변천에�따르는�사람들의�생활과�실천의�요구로부터�수와�도형에�관한�단

편적인�지식의�축적으로�발생한�수학은�오늘�모든�과학과�기술의�기초로�되는�현대

수학으로까지�발전하여왔다.�

수학을�잘�배워�그�방법을�잘�익히면�머리가�트이고�모든�사물현상을�조리있게�

보고�판단하는�힘이�생기며�과학적인�사고능력을�키울수�있다.�

아무리�복잡한�수학공식이나�원리라고�하여도�자기�머리로�사고하고�처음부터�리

치를�차근차근�따져가면�그것을�확고하게�습득할수�있으며�높은�수학적지능을�소유

하면�그�어떤�어려운�문제도�쉽게�풀수�있고�새로운�공식도�발견할수�있다.�

5학년�수학에서는�지금까지�배운�지식들을�높은�수준에서�보는�힘을�키워주면서�

지수방정식과�로그방정식,�삼각함수와�복소수,�공간도형과�련립방정식,�순렬과�조합

에�대하여�배운다.��

우리는�자기�땅에�발을�붙이고�눈은�세계를�보며�조선을�위하여�배우고�또�배워�

내�나라,�내�조국을�과학과�기술로�빛내이는�앞날의�훌륭한�인재가�되여야�한다.�
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제1장.지수방정식과�로그방정식�

지수함수와 로그함수 

지수방정식과 지수안같기식

로그방정식과 로그안같기식
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1. 지수함수 

알아보기 1)�지수식�2x�에서�서로�다른�x1=1,�x2=2에�대하여� 21 2,2 xx
이�

다른가?�

2)�서로�다른�임의의�두�x에�대하여서도�서로�다른�2x이�정

해지는가?�

�

�

�

�

���

�

�

��������지수함수� xxf 2)( = 의�그라프를�그려라.�

���(풀이)�x의�값에�따르는�2x 의�값을�표로�작성하면�다음과�같다.�

�

���������������

�

�

�

이�표에�의하여�그라프를�그리면�그림1-1과�같다.�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���������

지수함수� xxf −= 2)( 의�그라프를�그려라.�

(풀이)�
x

xxf ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== −

2
12)( �

x …� -2� -1� 0� 1� 2� …

�

2x�
�

…� 4
1
�

2
1
�

�

1�

�

2�

�

4�

�

…

a가�1이�아닌�정수일�때��

xaxf =)( �

으로�표시되는�함수를�지수함수라고�부른다.��

x

y 

O� 1� 2�-2� -1

1�

2�

4�
y=2x

그림�1-1�

x 

y

4

2

1

2�1O-1-2

그림�1-2�

y=2-x�

제 1절. 지수함수와  로그함수

례� 1�

례� 2�
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x의�값에�따르는�
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

의�값을�표로�작성하면�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

이�표에�의하여�그라프를�그리면�그림�1-2와�같다.�

�

례�1,�2에서�알수�있는것처럼�지수함수� xxf 2)( = 의�그라프와� xxf −= 2)( 의�그

라프는��y축에�관하여�대칭이다.�

알아보기�1)�지수함수� xxf 2)( = 은�증가하는�함수인가�감소하는�함수인가?�

2)�지수함수� xxf −= 2)( 은�어떤가?�

3)�x>0일�때�우의�두�함수의�값이�부수로�되는�때가�있겠는가?�

�

��

��

�

��

�

����

�

�

     
문 제 

1.�□안에�기호�=�,�<�,�>�가운데서�알맞는것을�써넣어라.�

1)�a >1일�때�a k  >�aℓ이면�k □ℓ 
2)�0�<�a <�1일�때��a k  >aℓ이면�k □ℓ 
3)�a≠1,�a >0일�때�a k  >�aℓ이면�k □ℓ�

4)� k <ℓ일�때��a k  > aℓ이면�a □�1�(�a>0)�
5)�a >1,�a k  <1�이면�k □�0�

6)�k <0,�a k >1이면�a □�1� 
2.�a>1일�때�다음것을�증명하여라.�

1)�x >0�⇒�a x>1�� � �2)�x <0�⇒�0<�ax  <1�

3.�0�<�a <�1일�때�다음것을�증명하여라.�

1)�x > 0�⇒�0�<�a x  <�1�� �2)�x < 0�⇒�a x >1�

4.�함수�y=2x�의�그라프를�변환하여�다음�함수의�그라프를�그려라.�

1)�y=-2x��� 2)�y=2x -1� � 3)�y=2x-2� � 4)�y =8·2x� �

x …� -2� -1 0� 1� 2� …

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

�
�

…�

�

4�

�

2�

�

1� 2
1

4
1 �

…

지수함수의 성질 

1) 뜻구역은�(-∞,�+∞),�값구역은�(0,�+∞)이다.�

2) 0=x 일�때�함수값은� 1=y 이다.�

3) 1>a 일�때�증가함수이고� 10 << a 일�때�감소함수이다.�
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5.�다음�함수의�그라프를�그려라.��

1)�y=3x�� � 2)�y=3|x|� � 3)�y=0.75|x|��

6.� xaxf =)( 일�때�다음�같기식을�증명하여라.�

1)� )()()( yxfyfxf +=⋅ � �

2)� )(
)(
)( yxf

yf
xf

−= � ��

3)� )()]([ xyfxf y = �

 

2. 로그함수 

알아보기 지수함수� xaxf =)( 은�거꿀함수를�가진다.�왜�그런가?�

�

�

�

�

�

�

로그함수의�그라프는�지수함수� xaxf =)( 의�그라프와�직선�y=x에�관하여�대칭

이다.�

�

��������로그함수� xy 2log= 의�그라프를�그려라.�

(풀이)�지수함수� xy 2= 의�그라프로부터� xy 2log= 의�그라프를�그리면�그림�1-3

과�같다.�

�

지수함수� xaxf =)( 의�거꿀함수�

   0)1,(     log >≠= aaxy a �

를�로그함수라고�부른다.�

x

y

O 1� 2�-2� -1�

1�

2�

4�

y=2x�

그림�1-3�

y=log2x 

y=x

-1�
x

y

4

2

1

2�1O-1-2

그림�1-4

y=2-x

y=x 

y= x
2
1log  

례� 1�
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���������로그함수� xy
2
1log= 의�그라프를�그려라.�

(풀이)�지수함수��y=
x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

의�그라프로부터� xy
2
1log= 의�그라프를�그리면�그림�

1-4와�같다.�

�

알아보기 1)�로그함수� xy 2log= 와� xy
2
1log= 는�점�(1,�0)을�지나겠는가?�

2)�로그함수� xy alog= 는�어느�때�증가하고�어느�때�감소하는가?�

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

문 제 

1.�다음�안같기식이�성립하자면��a는�어떤�수여야�하는가?�

3
1log

2
1log       5log8log aaaa >< 2)�1) �

2.�로그함수�y=1g x의�그라프를�리용하여�함수의�그라프를�그려라.�

1)�y=-1gx�� � 2)�y=1g(x+3)�� � 3)�y=1g )( x− �

로그함수의 성질 

1)�뜻구역은�(0,�+∞)이고�값구역은�(-∞,�+∞)이다.�

2)� 1=x 일�때�함수값은�� 0=y 이다.�

3)� 1>a 일�때�증가함수이고 10 << a 일 때 감소함수이다.�

x 

y

1O

그림�1-6�

y= xalog  

0＜�a＜1일�때�a＞1일  때 

x

y 

O� 1�

그림�1-5�

y=1og ax 

례� 2�
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3.�다음�함수의�그라프를�그려라.�

xyxy
2
18 log     log == 2)���1)  

4.�다음�두�수가운데서�어느것이�큰가?�

8.0log   ,
4
3log   5.6log  ,7log

8
1

8
188 2)�1) �

5.�y= x2log 와  y=1og x
2
1 의 그라프는  x축에  관하여 대칭이라는것을 증명하여라.��

�

 

 

1.�다음�함수들가운데서�지수함수를�찾아보아라.�

1)�y=27� � � 2)�y=πx� � � 3)�y= x2)5.1( −− � �

4)� y=x2x�� � 5)� y=0.75x�

2.�다음�함수들가운데서�증가하는�함수와�감소하는�함수를�갈라내여라.�

1)�y=4x � � 2)�y�=1.1x� � � 3)�y�=0.99x� �

4)�y=
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1

� � 5)� y�=
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
4

��

3.�y=2x의�그라프를�리용하여�다음�함수의�그라프를�그려라.�

1)�y�=-2x-2 � � 2)�y�=2x+2� � � 3)�y= 22 +x �����

4)� y�=2x+3� � 5)� y�=-3·2x�� �

4.�다음�함수들가운데서�로그함수를�갈라내여라.�

1)� y�= 3logx � � 2)� xy πlog= �� � 3)� )1lg( −= xy �

5.�다음�함수들가운데서�증가하는�함수와�감소하는�함수를�갈라내여라.�

1)�y = x2log � � 2)� xy
3
4log= �� � 3)� xy 2log

3
4= � �

4)� xy 01.0log= �� 5)�y�= )324log 01.0 +x000(10 �

6.�다음�함수들가운데서��y축,�x축에�관하여�대칭인것들을�찾아보아라.�

1)�y�=5x,�y�=

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

6
5

,� y=
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3

,�y=(0.2)x,�y=1.2x 

2)� xxxxx 5.1225.0
3
24 log,log,log,log,log  

련 습 문 제
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7.�다음�수들가운데서�1보다�큰것,�1보다�작은것을�찾아내여라.��

1)�1.20.75,�0.75 7
3

,�
3
2

2
3
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

,�

15.0

3
2 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

�

2)�1og48,�1og 6
3
2 ,�1og30.2,�1og1.52.25 

8.�다음�수들을�커지는�차례로�써라.�

1)�2-0.7�,�23,�

5.0

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

,�

4

2
1 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

�

2)�1og20.6,�1og25,�1og 5.0
2
1 ,�1og 50

2
1 �

9.� xy 2log= 의�그라프를��y축에�관하여�대칭이동하면�어떤�함수의�그라프가�얻�어

지는가?�

�

�

�
 

1. 지수방정식 

�

알아보기��지수함수의�성질을�써서�다음것을�풀어라.�

1)�a>0,�a≠1일�때� =⇔= kaa k l ℓ이�옳다고�말할수�있겠는가?�

2)�a,�b >0,��a,�b ≠1,�a≠ b일�때�a k = b k ⇔  k = 0이�옳다고�말

할수�있겠는가?�

�

�

지수방정식을�풀�때�다음의�명제들을�리용한다.�

0)(),1,,0,(
)()()1,0(

)()(

)()(

=⇔≠≠>=

=⇔≠>=

xfbabababa
xgxfaaaa

xfxf

xgxf

�

��

�

������������방정식�3x-1=
27
1
을�풀어라.�

(풀이)�3x-1= 33
1
�⇔�3x-1=3 3− �⇔�x-1=-3�

따라서�x=-2�
풀이모임�{�-2�}�

2x+1=8,�3x+1+3x=1과�같이�지수식이�들어있는�

방정식을�지수방정식이라고�부른다.�

제 2절. 지수방정식과 지수안같기식 

례�1
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���������방정식�2x+2-2x=96을�풀어라.�

(풀이)� 52 22322962396222 =⇔=⇔=⋅⇔=−⋅ xxxxx �

따라서�x=5�

풀이모임�{�5�}�

�

문 제 

�

다음�지수방정식을�풀어라.(1-4)�

1.�1)�   324
1

=
− x

� � � 2)�   
27
8

9
4 2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−x

�

3)� 132 1 ++ = xx � � � � 4)� )1()1( 32 ++ = xxxx �

2.�1)  05433 1 =−−+ xx � � � 2)� 677 1 =− −xx �

3.� 12249  −=− xxx1) �� � � 2)� 3421 53537 ++++ −=−⋅ xxxx �

3)� 4222 34493 −−− ⋅=+⋅ xxx � � 4)� 12212 3452 −−+ +⋅= xxx �

4.�1)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
−−

+

13
7299

1yx

yx

� � � � 2)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−
−− 522

422
21 yx

yx

�

 
2. 지수안같기식 

알아보기�지수함수의�성질을�써서�다음것을�밝혀라.�

1)�a >1일�때�a k   <  aℓ ⇒  k <ℓ �
0<�a <1일�때�a k  < aℓ⇒�k >ℓ 

2)�a,�b가�어떤�정수일�때��a k  < b k    ⇒�k >0�
�

�

�

�

�

�

지수안같기식을�풀�때�다음�명제들을�리용한다.�

0)(0,1,,
)()(10,

)()(1,

)()(

)()(

)()(

>⇒>>≠<

>⇒<<<

<⇒><

xfabbaba
xgxfaaa

xgxfaaa

xfxf

xgxf

xgxf

�

�

2x+1>1,�3x-1<27과�같이�지수식이�들어있는�안같기식을�

지수안같기식이라고�부른다.�

례� 2�
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안같기식�2x<0.25를�풀어라.����

(풀이)��2x <0.25�⇔�2x  <
4
1
�⇔�2x�<2-2�⇔�x <-2�

풀이모임�(-∞�,�-2)�

�

������������안같기식�3x+1-3x<54를�풀어라.�

(풀이)�3x+1-3x�<54�⇔�3x(3-1)<54�⇔3x<27�⇔�x <3�

풀이모임�(-∞�,�3)�

�

문  제 

 ����

다음�지수안같기식을�풀어라.(1-3)�

1.�1)�
9
13 <x �� 2)� 2166 <x � � 3)� 3

7

3.03.0 <x � 4)� 01.010 1 <−x �

2.�1)� 25.028 1 >⋅− xx �� 2)� 10001.0)10( 3
1

>x �� 3)� x
x

3
9

)3( 2

>
−

�

3.�1)� 1422 3 >− −xx �� �2)� 441516 2
1

+⋅≤
+ xx

�� 3)� xx 3439 ⋅>+ �

4)� 410510 −>⋅− −xx ��� �5)� 434 33
2 −+− > xxx �

�

�

�

다음�지수방정식을�풀어라.(1-6)�

1.�1)� 39 =x �� � 2)� 2.05 =x � � � 3)� 277 =x �

2.�1)�
3
327 =x � � 2)�

243
32

3
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x

� � 3)� 122
1

2
1

2334 −+−
−=− xxxx �

3.�1)�
16
922 21 =+ −+ xx � � 2)� 448222 321 =++ −−− xxx �

4.�1)� 03222 22 =−++ xx �� 2)� xx 32893 12 ⋅=++ ��� 3)� 73183 =⋅− −xx �

4)� 22 210164 −− ⋅=+ xx �� � 5)� 232 31033 +⋅=+ xxx �

5.�1)� 3
17

7
5

12825.032 −
+

−
+

⋅= x
x

x
x

�� � 2)� 22 210164 −− ⋅=+ xx �

례� 2�

례� 1
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6.�1)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+
+ 273

1233
yx

yx

� � � � 2)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

+

++

538

3592

123

13

y
x

yx

�

다음�지수안같기식을�풀어라.(7-10)�

7.�1)� ( )
125

55 2
>

−−x ��������������� 2)�
16
1

8
2

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
x

�

8.�1)�

xx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
11232

4
1

� � � 2)� 122
32

273 −
+

< x
x

�

9.�1)� 162 1 >−x
� � � � 2)� 21 2.02.0 −− > xx

�

10.�1)� 112 33 ++ < xx �� � 2)�
56

2
1

2
1

2 +−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

xxx

� �3)� 455 12 +>+ xx �

4)� xxx
111

946549 ⋅<⋅+⋅ � � 5)� 9
3
1 2

2

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+

x
x

�

�

�

�

 

 
1. 로그방정식 

�

������

�

�

�

로그방정식은�로그의�정의와�로그의�성질을�써서�로그기호가�들어있지�않는�방

정식으로�고쳐서�푼다.�이때�얻어진�풀이가운데서�로그방정식에�갈아넣어�0�또는�부

수의�로그가�나타나게�되는것은�버려야�한다.�

���������

�������다음�방정식을�풀어라.��

1)3lg(lg =++ xx �

���(풀이)� 101)3lg(lg gxx =++ �

������������
0)5)(2(103

10)3(
2 =+−=−+

=+

xxxx
xx

�

����이로부터�x=2,�x=-5��
����여기서�x=-5는�버려야�한다.�

��������������������������������������������풀이모임�{�2�}�

)3(loglog  ,3)2(log 10102 −+=− xxx =1과�같이�로그식이�

들어있는�방정식을�로그방정식이라고�부른다.�

제 3절.  로그방정식과  로그안같기식

례�
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      문  제 

���

���다음�로그방정식을�풀어라.(1-4)�

1.�1)� xx 222 log32loglog2 −= � � 2)� )12(log)5(log 33 −=+ xx �

3)� 02lg)(lg2 52 =+− xx �� � 4)� 03lg)(lg 22 =+− xx �

2.�1)� 04loglog4 =+ xx � � � 2)� 14loglog 162 =+ xx �

3)� 1)lg(log32 −=x � � � �

3.�1)� 100lg =xx � � � � 2)� 12log 2 −=
x

��

4.�1)�
⎩
⎨
⎧

=+
=+

2lglg
29
yx

yx
�� � � 2)�

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=+

1lg

7lg2lg3

y
x

yx
�

3)�
⎩
⎨
⎧

=+−−+

=−+−

1)lg()lg(
2)87lg()lg(

2233 yxyxyx
yxyx

�

�

 
2. 로그안같기식 

�

������

�

로그안같기식을�풀�때에도�먼저�로그기호가�들어있지�않는�안같기식으로�고친다.�

이때�다음의�성질을�리용한다.�

)10(0BABlogAlog
)1(BA0BlogAlog
<<>>⇔<

><<⇔<
a

a

aa

aa
�

����

��������다음�안같기식을�풀어라.�

�������� 1)1(loglog 22 <−+ xx �

���(풀이)�로그의�의미로부터���

x >0�,�x -1>0�
���그러므로�x >1인�값들가운데서�풀이를�찾아야�한다.�

���������
2log)1(log

1)1(loglog

22

22

<−
<−+

xx
xx

�

���따라서���x(x-1)<2�즉��

�����������������x2-x-2<0�
���이�안같기식을�풀면�-1<x <2�
����������x >1�이므로�1<x <2���������
                                                                   ����풀이모임�(1,�2)�

로그식이�들어있는�안같기식을�로그안같기식이라고�부른다.�

례�



�14�

      문 제 

1.�다음�로그안같기식을�풀어라.�

���1)� 1)2(log3 >−x � ����2)� 0)(log 2
1.0 >− xx �� ��3)� 0)3lg(lg >−+ xx �

���4)� <+− xx lg)3lg( 1��5)� 2)1(loglog 22 ≤+xx ��6)� )14lg()4lg( 22 +−>− xxxax �

2.�함수� )63lg( 2 +−= xxy 에�대하여�

���1)� 1=y 로�되는�x를�구하여라.�

���2)�x가�어떤�값일�때�y <�0으로�되겠는가?�

3.�수�

0001

80
81

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

과�100�000은�어느것이�더�큰가?��

4.�다음�안같기식을�a >1일�때와�0�<�a <1일�때로�갈라서�풀어라.�

3log

1
a
x

x xa
< �

�

 

���  

��

���다음�방정식을�풀어라.(1-3)�

1.�1)� 1)5(log)8(log 22 =−−+ xx � � � 2)� xxx 5
2

5 log2)  4-(log =+ �

3)� 2log2log2log 42 xxx =⋅ � � � 4)� 12log6log2 =− xx �

2.�1)�
x

x 42 2log = � � 2)� xx =lg8 � � 3)� 1
lg5
2

lg5
1

=
+

+
− xx

�

3.�1)� )0(1log1log 2 >= a
xa ax � � � 2)� 2)32(log)(log =−+− axax aa �

4.�다음�련립방정식을�풀어라.�

1)�
⎩
⎨
⎧

=+−

=−

045

0loglog
22

24

yx

yx
� � � � 2)�

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

3loglog
1

22

3 23 2

yx
yx

�

3)�
⎩
⎨
⎧

=+
=+

1lglg
2922

yx
yx

� � � � 4)�

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

11log

0lg

4 xyx
y

y
xxy

�

련 습 문 제 
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5.� 5.4lglglg)lg(2 ++=+ yxyx 일�때�x :�y의�값을�구하여라.�

6.�y= ygxg aa aza 1o1
1

1o1
1

, −− = 일�때��
zgaax o11

1
−= 이라는것을�증명하여라.��

7.�다음�안같기식을�풀어라.�

1)� 232 )1lg(1lg −<+ xx �� � � 2)� xx lg31lg −<− �

3)� 1lg1lg 2 +<− xx � � � � 4)� )12(lg
2
11)1(5lg −−>+ xx �

8.�다음�안같기식의�풀이모임을�자리표평면에�표시하여라.�

1)�
⎩
⎨
⎧

<−
<−

1
1lglg2

yx
xy

� � � � 2)� 22 )lg()lg( yx > �

9.�
2

22 xx

y
−+

= 의�최소값을�구하여라.�

10.� =⋅⋅⋅ − 3231910 3)2()3(2 yx 32 ⋅ 일 때�(�x , y)의�값을�아래에서�찾아보아라.�

1)�(7,�17)� 2)�(13,�17)�� 3)�(7,�15)� � 4)�(15,�16)�

�

 

�

�

1.�함수�y =2x  -�a2- x의�그라프가�원점에�관하여�대칭이다.�이때��a의�값을�구하여라.�

2.�2x=5y=10z일�때�
zyx
111

=+ �임을�증명하여라.�

3.�a2x=2일�때�� xx

xx

aa
aa
−

−

+
+ 33

의�값을�구하여라.��

4.�다음�방정식을�풀어라.�

1)� 032294 21 =+⋅− ++ xx � 2)� 29363 11 =⋅+ −+ xx �� 3)� xxx 964 =+ �

4) 239 1 −= +xx �� � xxx 2594 =+5) �

복 습 문 제
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5.�다음�련립방정식을�풀어라.�

1)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+
+ 322

1222
yx

yx

�� 2)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−
+ 322

4844
yx

yx

� � 3)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+
+ 2464

126464 22

yx

yx

��

6.�다음�안같기식을�풀어라.�

1)� 4
34

4
<

− xx

x

� ����2) xxx 10725245 ⋅<⋅+⋅ ���3)� xx
1

32 < ��

4)�
12

1
42

1
−

>
− xx ���5)� 3

1522
112

12

3

<
−+

+
+

+

xx

x

� ����6)� 5
531194

31311
1

1

≥
−⋅−⋅

−⋅
−

−

xx

x

�

7.�다음�함수들가운데서�y = x와�같은�그라프를�가지는�함수를�찾아보아라.�

1)� 2xy = � � � � � 2)�
x

xy
2

= �

3)�
xgaay o1= (a>0,�a≠1)� � � 4)� xgy ao1= (a>0,a≠1) 

8.�f(x)=
x

mx
a +−

−
1

1log  (�a>0,�a≠1)�는�m이 어떤�값을�가질�때�(1,+∞)에서�증가�또

는�감소하는가?�

9.�1og32,�1og3(2
x-1),�1og3(2

x+1)은�x가�어떤�값을�가질�때�같은차수렬을�이루

는가?�

10.�다음�방정식을�그라프로�풀어라.�

1)� 22 xx = � � � � � 2)� xx −=− 5)2(log2 �

11.�방정식�� 1)12(log)1(log 22 =++− xax 이�하나의�풀이를�가지자면�a가�어떤�값을�

가져야�하는가?�

12.�방정식� )lg()3lg()1lg( xaxx −=−+− 의�풀이의�개수를�따져보아라.�
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13.�다음�련립방정식을�풀어라.�

1)�
⎩
⎨
⎧

=−+
=−

2)2(log2log
0)2(log

22

2

yx
yx

� � � 2)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=⋅

01loglog
8lglg

2 xy
yx

yx

�

3)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=−+
=++

)63(log)63(log
722

yxyx
yxyx

yx

�� 4)�
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

2logloglog
2logloglog
2logloglog

16164

993

442

yxz
xzy
zyx

�

14.�다음�안같기식을�풀어라.�

1)�
xlg1

3
−

�＜� 2

1lg
x

� � � � 2)�log a(2x2-8)＞log a(x2-3x+2)�

3)�
xax log3+
＜� aaxa ,1(22 ≠ ＞0)� � 4)�

( )xx −− 4log 21 ＞
( )xx +− 1log 21 �

5)� 4
2

2
2 loglog xx + ＞

4
log

2

2

x
�

15.� yt   ,tx == 2lglg 일�때�x와��y의�관계를�구하고�그것을�그라프로�표시하여라.�

16.�안같기식� 5000
4
54000 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<

n

에�맞는�자연수�n을�구하여라.�

17.�다음것을�구하여라.�

1)� 3loglog 22 =+ yx 일�때��2x+ y�의�최소값�

2)� 2lglg =+ yx 일�때���
yx
11

+ 의�최소값�

3)�2 10=+ yx 일�때� yx lglg + 의�최대값�

18.� )3lg(2lg5lg +=+− xx 을�풀어라.�

19.�안같기식� )32(log)2(log 22 ++−>−− xxxx aa 는�
4
9

=x 일�때�성립한다.��

a의�값범위를�구하여라.�
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제2장.삼각함수

일반각과 삼각함수  

삼각함수의 그라프 

거꿀삼각함수 

삼각방정식 
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Ã

Ã
1. 라디안  

알아보기�그림�2-1은�각�O의�정점을�중심

으로�하고�반경이�각각� r1,r2,r3인�

부채형을�그린것이다.�

1)�얻어진�부채형들이�모두�닮았

다고�말할수�있는가?�

2)�다음것이�옳은가?�

L
lll

===
3

3

2

2

1

1

rrr
�

�

그림�2-2와�같이�임의의�각�O의�시작변에�한�점�M

을�정하고�반경이� r=OM인�활등�MM1=ℓ을�그리면�

각�O의�크기에만�관계되고�반경� r의�길이에는�관계

되지�않는�비�

α=
r
l

�

를�얻는다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

각의�크기를�표시하는�실수는�다�라디안수로�본다.�

�

(주의)�수�α가�각의�크기를�나타내는�수라는것을�뚜렷이�밝힐�필요가�있을�때에는�α

라디안(또는�αrad)이라고�쓴다.�

α라디안↔α�

2↔2라디안�

�

r=l 이면�

1==
r
r

r
l

(라디안)�

ℓ1�
ℓ2�

ℓ3�

O� r1
r2

r3�

그림�2-1�

매개�각에�대하여�그�각의�정점을�중심으로�하는�활등의�길이

와�반경의�비를�그�각의�라디안수(또는�라디안)라고�부른다. 

O r
α

ℓ

α=
r
l

(라디안)�

제 1절. 일반각과 삼각함수 

M1�

M�

ℓ 

r O�

그림�2-2�

α 
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�

�

�

�

�

�

�

�

ℓ=2πr(원둘레)이면�

ππ 22
==

r
r

r
l

(한바퀴각)�

이고�한바퀴각은�도수로�360°이므로�

�

�

2π=360°�

�

�

�

이로부터�

�

�

�

�

�

�

�

다음의�라디안수는�도수로,�도수는�라디안수로�표시하여라.�

1)�2 라디안� ��2)�π� 3)�3.14� 4)�90°� 5)�12°30′�

(풀이)�1)�1 라디안�=
π

o180
이므로�

2 라디안�=� 2180o

⋅
π

= o
o

6.114
14.3

360
≈ �

2)� o
o

180180
=⋅= π

π
π �

3)�3.14= o
oo

18014.3
14.3

18014.3180
=⋅≈⋅

π
�

1 라디안�=� ≈≈=
3.14
180

π
180

2π
360 ooo

57°17′45″�

1°=
180360

2 ππ
= (라디안)�

일반적으로��θ°가���α라디안이면 

α= o
o180 θα

π
=⋅ , αθπθ =⋅= o

o
o

180
 

�

�

반경과�같은�길이의�활등에�대한��

중심각의�크기는�1라디안이다.�
O r

1라디안�
 ℓ=r 

례� 1�



 21

4)�
2

90
180

90 o
o

o ππ
=⋅= �

5)�12°30′=

oo

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
25

2
112 이므로�

12°30′=
72
5

2
25

180
ππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅ �

 

문 제 

 

1.�다음의�도수를�라디안수로�고쳐라.�

1)�0°,�90°,�180°,�270°,�360°�

2)�30°,�45°,�60°,�15°,�75°�

3)�22°45′,�157°15′,�216°30′�

2.�다음의�라디안수를�도수로�고쳐라.�

1)� ππππππ
7
2,

2
3,

4
3,

12
5,

6
5,

3
�

2)�3,�6.28,�1.25π,�0.5π,�15.7�

알아보기 반경이�r인�원에서��

1)�중심각이�1 인�활등의�길이�ℓ은��

ℓ=�r·1�

이다.�중심각이�α인�활등의�길이�

ℓ을�표시하여라.�

2)�원의�면적은�πr2이고�한바퀴각은�

2π이므로�중심각이�1 인�부채형의�

면적�S는�

S=
22

22 rr
=

π
π

�

이다.�중심각이�α인�부채형의�면적�S를�표시하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

반경이�r인�원에서�중심각이�α인�활등의�길이를�ℓ,�

부채형의�면적을�S라고�하면�

ℓ αr=  

S= lrr
2
1

2
1 2 =α  

A�B

O�

S�
α�

ℓ�

그림�2-3�
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반경이�12㎝이고�중심각이�60°,� π
3
4

인�두�부채형의�활등의�길이�ℓ과�

면적�S를�각각�구하여라.�

(풀이)�1)�α=60°일�때�60°=
3
π
이므로�

ℓ=α·r=
3
π
·12=4π(cm)�

S= π
π

α 24
3

12
2
1

2
1 22 =⋅⋅=r (cm2)�

(또는�S= ππ 24412
2
1

2
1

=⋅⋅=lr )�

2)� πα
3
4

= 일�때�

ℓ=αr= 16π12π
3

4
=⋅ (cm)�

S= 96π16π12
2

1
r

2

1
=⋅⋅=l (cm2)�

문 제 

1.�반경이�5cm이고�중심각이�72o,�120o인�부채형의�활등의�길이와�면적을�구하여라.�

2.� 반경이� 10cm이고� 중심각이� 다음과� 같은� 부채형의� 활등의� 길이와� 면적을�

계산하여라.�

120°,�270°,� π
4
3

,�3.14,�

3.�두�점�A,�B에서�사귀는�두�원�O1(r),�O2(r)가�있다.�∠AO1B= απ
−

2
일�때�두�

원의�공통부분의�면적은�원의�면적의�몇분의�1인가?�

2. 일반각 

평면에서�회전이동은�회전중심�O와�회전각�θo에�의해서�정해지며�회전각의�크

기는�회전방향이�정방향인가,�부방향인가에�따라서�정수(정각)�또는�부수(부각)로�

표시된다.�

해보기�1)�반직선�OX는�회전이동�O(120 )° ,�

O( π
3
4

),O(360�o),O( π
3
8

− ),�

O(-240 )° 에�의하여�반직선으로�

넘어간다.�그�반직선을�그려보아라.�

례� 2�

A

그림�2-4 

x180°

A1

θo�

-θo�

o�
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2)�반직선�OX의�회전이동에서�회전각이�한바퀴각보다�작은�각

은�-π<�θ₀≤ π 와�같은�각�θ₀으로�표시할수�있다.�왜�그런가?�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(주의)�엄지값을�0o�≤ �θ₀<360o�또는�-360�o<�θ₀≤0o�
와�같이�정할수도�있다.  

Ã

755o를�엄지값을�써서�표시하여라. �
�

(풀이)�755o�=35o+360o·2�

따라서�엄지값�θ₀=35o�

문 제 

Ã

1.�다음의�각은�몇도인가?�또�몇라디안인가?�

1)�정방향으로�
3
1
바퀴,� 1.5바퀴,�

3
11 바퀴,� 2

12
5
바퀴�돈�각�

2)�부방향으로�
12
11

바퀴,�
3
21 바퀴,� 1

9
2
바퀴,� 2

6
5
바퀴�돈�각�

2.�다음의�각은�각�α를�어느�방향으로�몇바퀴�더�돌린�각인가?�

1)�α+360�o·3� � � 2)�α+360�o·(-4)�

3)�α+2π·(-12)� � � 4)�α+2π·8�

3.�엄지값이�다음과�같은�일반각을�써라.�

47�o,�-22�o,�
5
3
π,�-0.82π�

4.�다음�각들을�엄지값을�써서�표시하여라.�

1)�360o,��� 421o�,�� 400o�,�� 1�080o�,� �1�360o�

각을�반직선이�돌아간�방향과�돌아간�회수까지�생각하여�있을수�

있는�회전각으로�볼�때�각의�크기를�일반각이라고�부른다.��

일반각�θ는 다음과�같은�모양으로 표시된다. 
θ = θ₀ +360o k   ( -180o＜ θ0  ≤ �180o ) 

또는�θ = θ₀ + 2π�k  (�-π�＜�θ₀�≤ �π)�

(�k  =�0,�±1,�±2,…)�

이때� θ₀을�일반각�θ의�엄지값이라고�부른다.�

0 
θ0�

그림�2-5� 

θ0+360°·2�

x 례�
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2)�-380o,�� �315o,���������-450o,�� � -726o,�� -1�200o�

3)�
4
9
π,��������2.5π,� 6.2π,� �

2
19

π,�� �12π�

4)�-
2

7π
,�������-4.5π,� -16π,� � -

4
33 π,� -12.3π�

5.�첫�변이�같은�두�각� βα , 에�대하여�다음의�경우에�어떤�관계식이�성립하는가?�

1)�끝변이�일치하는�경우��

2)�끝변이�한�직선에서�서로�반대방향인�경우�

3)�끝변이�수직인�경우�

�

3. 삼각함수 

해보기�1)�자리표평면에서�원점�O를�중심으�

로�하고�반경이� r 인�원을�그린다.�

x 축의�정방향과�뾰족각�θ를�이루

는�반경�OM의�끝점�M의�자리표

가� ),( yx 일�때� sinθ ,� cosθ,�

tanθ를� r , x , y 로�표시하여라.�

2)�주어진�각�θ가�일반각일�때�그�

것을� 이루는� 끝변� OP의� 한� 점�

M( x ,� y )를�잡고�OM= r 라고�하

면�비�

,
r
y

� ,
r
x
� ,

x
y

� ,
y
x

�
x
r
,�

y
r
� � (1)�

은�OP에서�점�M을�어떻게�잡는가에�관계없이�일정하다.�왜�그런가?�

�

각�θ가�일반각일�때에도�θ의�값에�비�(1)의�값이�각각�하나씩�정해진다.�

따라서�매개의�비�

r
y
,� ,

r
x
� ,

x
y

� ,
y
x

�
x
r
,�

y
r
�

는�각�θ의�함수로�된다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

각�θ의�끝변의�임의의�한�점을�M( x ,� y )를�잡고�OM= r (점�0는�

원점)라고�하자.�이때�θ를�
r
y
로�보내는�함수를�시누스(sin)�또는�

시누스함수라고�부르고��

sin:θ�→�
r
y
�또는�sinθ=

r
y
�

로�표시한다.��

P′

0�

그림�2-6�

x

y 

y 
x 

P�

M′� M(x, y)
θ�
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이와�마찬가지로��

cosÃ:ÃθÃ→Ã
r
x
ÃÃ또는ÃÃcosθÃ=Ã

r
x
ÃÃ:ÃÃ코시누스함수ÃÃ

tanÃ:ÃθÃ→Ã
x
y
ÃÃ또는ÃÃtanθÃ=Ã

x
y
ÃÃ:ÃÃ탕겐스함수�

cot�:ÃθÃ→Ã
y
x
ÃÃ또는��cotθÃ=Ã

y
x
ÃÃ:ÃÃ코탕겐스함수Ã

secÃ:ÃθÃ→Ã
x
r
ÃÃ또는ÃÃsecθÃ=Ã

x
r
ÃÃ:ÃÃ세칸스함수ÃÃ

cosec:ÃθÃ→Ã
y
r
Ã또는Ã�cosecθÃ=Ã

y
r
Ã:ÃÃ코세칸스함수Ã

를�정의한다.�

이 함수들을�통털어서�삼각함수라고�부른다.�

삼각함수의�정의에�의하여��

cotθ=
θtan

1
Ã,�����secθ=

θcos
1

�,� �cosecθ=
θsin

1
�

�

θ=210�o일�때�함수�sinθ,�cosθ,�tanθ의�값들을�구하여라.�

(풀이)�∠MOK=210�o-180�o=30�o�

따라서�직 3각형�MOK에서�

OM�:�MK�:�OK�=�2�:�1�:� 3 �
그러므로��OM=2라고�하면�M(- 3 ,�-1)이다.�

r =2,� x =- 3 ,� y =-1 이므로��

sin�210�o�=�
2
1−
�=�-

2
1
�

cos�210�o�=�
2

3−
�=�

2
3

− �

tan�210�o�=�
3

1
−
−

�=�
3

1
�=�

3
3
�

문 제 

�

1.�θ=0,�
6
π
,�

4
π
,�

3
π
,�

2
π
일�때�다음의�삼각함수값을�구하여라.�

sinθ,�cosθ,�tanθ,�cotθ�

�

2.�그림�2-8 을�보고�225�o,�420�o일�때�다음의�삼각함수값을�구하여라.��

sinθ,�cosθ,�tanθ�

례 

210° 
K�

그림 2-7�

M�

0�
2�

y 

x
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3.�θ=-
6
π
,�-

3
π
,�- π

4
5

일�때�sinθ,�cosθ,�tanθ,�cotθ를�구하여라.�

4.�다음�식을�계산하여라.��

1)�(2sin π
4
3

)2����2)�3cos π
6
7

-5����3)� 3

12
11tan

3
2sin

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

π
����4)�2cot

2
sin

1 
12
5

π
π − �

Ã

4. 삼각함수값의 부호 

알아보기�1)�반경이� r =1인�원을 단단위위원원이라고�부른다.�

단위원�O(1)에서�각�θ의�끝변이�원둘레와�사귄�점을�M( x , y )라

고�하면�sinθ= y ,�cosθ= x이다.�왜�그런가?�

2)�단위원에서�각�θ의�끝변이�원둘레와�사귄�점을�M( x , y )라고�

할�때�매� x ,� y 의�부호를�말하여라.�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

삼각함수값의 부호 

+� +� +

+ +

+

+�

+�

-� -�

-

-

-

-

-�

-�

sinθ cosθ tanθ cotθ 

그림 2-8

225°

0�

2  
x

y 

x 420° 0�

2

y
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sin�573�o,�cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− π

3
7

의�부호를�말하여라.�

(풀이)�573�o�=�213�o�+�360�o�이므로�이�각의�끝변은�3 사분구에�놓인다.�

따라서�sin573�o의�부호는�-이다.�

π
3
7

− =�- ππ 2
3
− 이므로�이�각의�끝변은�4 사분구에�놓인다.��

따라서�cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− π

3
7

의�부호는�+이다.�

�

식�-
°
°

850sin 
125 tan 0.75

의�값의�부호를�밝혀라.�

(풀이)�tan125�o�<�0�(125�o는�2 사분구의�각이므로)�

sin850�o=sin(130�o+360�o·2)＞0�(850�o는�2 사분구의�각이므로)�

따라서��

- 0  
850sin 

125tan75.0
>

°
°

�

즉�주어진�식의�값의�부호는�+�이다.�

�

문 제 

�

1.�다음�삼각함수값의�부호를�말하여라.�

1)�sin170�o,� sin π
18
5

,� sin329�o,� sin753�o,� sin5π,�

sin1023�o�,� � sin(-
6

11
π),� � sin(-635�o)�

2)�우에�지적된�각들에�대한�코시누스,�탕겐스값들의�부호를�말하여라.�

2.�다음�식의�값의�부호를�말하여라.�

1)�2sin ππ
45
56 cos 

45
56

� � � � 2)�-0.3tan ππ
9

16cot
9
23

�

3)�
°
°

195sin 
520tan 

� � � � � 4)�-
°°

°
510cos520sin 

172cot  0.5
�

례� 1�

례� 2�
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�

�

�

1.�1)�다음의�도수를�라디안수로�고쳐라.�

57 81 ′° ,���40 8418,2230,03 ′°−′°−′° �

2)�다음의�라디안수를�도수로�고쳐라.�

3,� π
7
2

,� � -2.5π,� - π
3
4

�

2.�3각형의�세�아낙각의�비가�2:3:4이다.�매�각의�크기를�도수와�라디안수로�표시

하여라.�

3.�다음�각을�도수로�표시하고�α∈[0,�2π]일�때�α의�값을�다�써라.(�n은�자연수)�

1)α= ππ 2  
4
+ n��� � � � 2)�α=(-1) n�

3
π
+nπ�

3)α=�- ππ
8
5  

9
+ n�� � � � 4)�α=(-1) n

3
  

6
π π
+  n�

4.�원둘레를�15 등분한�활등에�대한�중심각의�크기를�도수와�라디안으로�밝혀라.�

5.�직경이�3.6m인�바퀴가�1 분동안에�600 바퀴�돈다.�

1)�바퀴의�임의의�점의�각속도�ω를�구하여라.(각속도는�단위시간동안에�돌아간�

각이다.)�

2)�축으로부터�1.2m�떨어진�곳에�있는�바퀴의�점의�선속도를�구하여라.�

(선속도는�단위시간동안에�이동한�거리이다.)�

6.�다음�식의�값의�부호를�말하여라.�

1)�
75132tan

240
′°
� �2)�

52638sin
25.30

′°
− � 3)�

51440cot
03323sin
′°
′°
� �4)�

02360tan
04130cos116
′°
′°
�

7.�다음�식을�계산하여라. �

1)�

2

4
sin4 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

-

2

6
tan2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

-

2

6
cos2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

-

2

4
cot2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

�

2)�

4
cot4

2
cos4

2
sin3

4
cot

4
tan4

23

42

πππ

ππ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

�

8.�다음의�명제가�주어졌다.�

1)�sinx+cosx=
2
3
인�실수�x가�존재한다.�

2)�α,β가�1 사분구의�각이고�α＞β이면�cosα＜cosβ이다.�

3)�cosα·cosβ=1 이면�sin(α+β)=0 이다.�

여기서�옳은것을�지적하여라.��

련 습 문 제 
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�

Ã

Ã

1. xy sin= ,Ã xy cos= ,Ã xy tan= 의 그라프 

알아보기�다음것이�옳은가?�

각� x 의�끝변과�각� πkx 2+ 의�끝변은�일치하므로�이�각들의�삼각함수

값은�같다．즉��

xkx sin)2sin( =+ π ,� xkx cos)2cos( =+ π �

한편�전화공식으로부터�

xx tan)tan( =+π ， xx cot)cot( =+π �이므로��

xkx tan)tan( =+ π ， xkx cot)cot( =+ π �

�

�

�

�

�

Ã

Ã

,sin x xcos 는� π2 를�주기로�하는�주기함수이고� ,tan x xcot 는�π 를�주

기로�하는�주기함수이다．�

주기함수의�그라프는�주기만한�크기의�변수구간에서�그린�그라프부분

이�되풀이된것이다．�

례를�들어�주기함수� xsin 와� xcos 의�경우에는�그라프가�구간�[0,� π2 ]에

서의�그라프부분이�되풀이된것이고� xtan 와� xcot 의�경우에는�각각�구

간� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ

,�(0,�π )에서의�그라프부분이�되풀이된것이다．�

그러므로�이�구간에서�삼각함수의�그라프부분만�알면�삼각함수의�그라

프는�다�알수�있다.�

�

1) xy sin= 의 그라프 

 

해보기 단위원둘레를�쓰면�자리표평면에서�점� ,(x � )sin x 를�쉽게�얻을수�있다．

각� x 에�대하여�점� x를�찍고� y 축에�평행인�중심축에� xsin 를�찍

는다.�이�점들을�지나며�자리표축에�평행인�직선들의�사귐점으로�점�

)sin,( xx 를�얻는다．�

변수� x의�임의의�값에�대하여�정수�ℓ이�있어서�

±xf ( ℓ )() xf= �

이면�함수� )(xf 를Ã주기함수,�ℓ을�주기라고�부른다．�

보통�주기�ℓ은�웃식에�맞는�가장�작은�수를�택한다． 

제 2절. 삼각함수의 그라프 

례�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

그림�2-9에�있는�자리표평면에�점� ,( 1x )sin 1x 과� ,( 2x )sin 2x 를�찾아�찍어보아라.�

이런�방법으로�함수� xy sin= 의�그라프를�다음과�같이�그린다．�

①� x축에�다음의�점들을�찍는다．�

-
2
π
,�-

4
π
,�0,�

4
π
,�

2
π
,�…�,�

2
3π

,�
4

7π
,� π2 �

②� y 축에�평행인�원의�중심축에�시누스값을�표시하는�다음의�점들을�찍는다．�

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
sin π

,� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

4
sin π

,� 0sin ,�
4

sinπ ,�
2

sinπ ,�…,�
2

3sin π
,�

4
7sin π

,� π2sin �

③� 이�점들에서�자리표축에�평행인�선들을�그어�사귐점들을�얻고�그�점들을�

미끈하게�맺는다．��

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

2
sin,

2
ππ

�, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

4
sin,

4
ππ

,� （0,� )0sin ,� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
sin,

4
ππ

,�

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin,

2
ππ

,�…,� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3sin,

2
3 ππ

,� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
7sin,

4
7 ππ

,�( π2 , π2sin )�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

이렇게�그린�구간�[0 ,� π2 ]에서의�그라프를�구간��…,�[ π2− ,�0 ],�[ π2 ,� π4 ],�

[ π4 ,� π6 ],…�에서�되풀이하면�임의의�구간에서� xy sin= 의�그라프를�그릴수�있다．�

x 

y

x2 x1 0�0� x2 

x1 

sinx1 

sinx2 

그림�2-9

y 

x

y

x

1

1�

-1

2

π
-

2

π  
4

π

4

3π
2

3π  π� 2π�0�

그림�2-10�

y 

0�
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함수� y =sin x의�그라프에�의하여�이�함수의�성질을�알수�있다.�

y =Ãsin x 의 그라프의 특징Ã 함수Ã y =sin x 의 성질Ã

1)� y =�±1사이에�있다.�

2)�점� x= k π( k :옹근수)에서� x�
축과�사귄다.�

3)�구간�［-
2
π
+2 k π ,�

2
π
+2 πk ]�

에서�오른다.�

4)�구간�［
2
π
+2 k π ,�

2
3π

+2 πk ]

에서�내린다.�

5)�원점�0에�관하여�대칭이다.�

6)�2π를��주기로��하여�되풀이��

된다.�

1)�뜻구역�(-∞,+∞),�값구역［-1,1］�

2)� kx = π( k :옹근수)일�때�함수값은�

0이다.�

3)�구간�［-
2
π
+2 k π ,�

2
π
+2 k π ］에서

함수는�증가한다.�

4)�구간�［
2
π
+2 k π ,�

2
3π

+2 k π ］에서

감소한다.�

5)� y =sin x는�홀함수이다.�즉��

sin(- x )=-�sin x ( x∈R)�

6)� y=� sin x 는�주기함수이다.� (주기는�

2π이다.)�

Ã

Ã
문 제  

Ã

1.�다음�함수의�그라프는� y =sin x의�그라프에�어떤�변환을�해서�얻을수�있는가?�그

그라프를�그려라.�

1)� y =-sin x � � 2)� y =sin(- x )� � 3)� y =-sin(- x )�

2.� y =sin x 의�그라프를�다음과�같이�평행이동하였을�때�얻은�그라프를�식으로��표

시하여라.�

1)� x축의�정방향으로�1만큼� � � 2)� y 축의�정방향으로�0.3만큼�

�

2) y =cos x 의 그라프 

알아보기 단위원둘레를�쓰면�자리표평면에서�점�( x ,�cos x )도�쉽게�얻을수�

있다.�각� x 에�대하여�점�sin x 는� y 축에�평행인�중심축에�직접�찍

을수�있었다.�그러나�점�cos x 는� x 축에�놓이는�원의�중심축에�

있으므로�그것을� y 축에�평행인�중심축에로�옮겨야�한다.�그밖의

것은�점�( x ,�sin x )를�얻을�때와�같다.�그림�2-11에�있는�자리표

평면에�점� ,( 1x � )cos 1x 과� ,( 2x � )cos 2x 를�찍어보아라.�

�
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�

�

�

�

�

�

�

이런�방법으로�함수� y =cos x의�그라프를�다음과�같이�그린다.�

①� x축에�다음의�점들을�차례로�찍는다.�

0,��
4
π
,��

2
π
,��

4
3π

,�…�,� π2 �

②� x 축과�일치하는�중심축에�코시누스의�값을�표시하는�점들을�찍고�그것을�

y 축에�평행인�중심축에�옮겨찍는다.�

cos0,��cos
4
π
,��cos

2
π
,��cos

4
3π

,�K�,�cos2π �

③�이렇게�찍은�점들에서�자리표축에�평행인�직선들을�그어�그�사귐점들을�얻고�

그�점들을�미끈하게�맺는다.�

(0,�cos0),� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
cos,

4
ππ

,� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos,

2
ππ

,�…�,�(2π,�cos2π)�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

이렇게�그린�구간�[0 ,� π2 ]에서의�그라프를�구간�…,�［-2π,0］,�［2π,4π］,

［4π,�6π］,�…�에서�되풀이하면�임의의�구간에서� y =cos x의�그라프를�그릴

수�있다.��

함수� y =ｃos x의�그라프는�다음과�같은�특징을�가진다.�

x 

y

x1 0�

0�

x2 

x1 
cosx1 

cosx2   

그림 2-11�

1
x2 

y 

x 

 

y

x

1

1�

-1

2

π
-

2

π  
4

π

2

3π  π� 2π�0

그림 2-12�

-
4

π  
4

7π  4

π  

y 

0�
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문 제 

Ã
1.�함수� y =cos x의�성질을�그라프의�특징에�기초하여�말하여라.�

2.�다음�함수들의�그라프는� y =cos x의�그라프에�어떤�변환을�해서�얻을수�있는가?�

그�그라프를�그려라.�

1)� y =-cos x� � 2)� y =cos(- x)� � 3)� y =-cos(- x)�
3.� y =cos x의�그라프를�다음과�같이�평행이동하였을�때�얻은�그라프를�식으로�표시

하여라.�

1)� x축의�정방향으로�2만큼� � � 2)� y 축의�정방향으로�
4
3
만큼��

4.� y =sin x와� y =cos x의�그라프는�어떤�관계가�있는가?�

�
3) y = tan x의 그라프 

알아보기 단위원둘레에서�각� x에�대한�탕겐스,�코탕겐스의�값은�그림�2-13에서

와같이�중심축에�평행인�접선들에�표시할수�있다.�그�리유를�설

명하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

y =Ãcos x의 그라프의 특징 Ã

1)�직선� y =±1사이에�있다.�

2)�점� x=
2
π
�+ k π �에서� x축과�사귄다.( k ∈Z)�

3)�구간�［2 k π ,�π +2 k π ］에서�내리고�구간�［ ππ k2+ ,� ππ k22 + ］

에서�오른다.�

4)� y 축에�관하여�대칭이다.�

5)�2π 를�주기로�하여�되풀이된다.�

x x 

y y

0� 0�

tanx1

tanx2

x1 
x2 

A

B cotx1 cotx2

그림�2-13�

1 
1 

x2
x1
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단위원을�쓰면�자리표평면에서�점�( x,�tan x)를�쉽게�얻을수�있다.�

각� x에�대하여�점� x를� x축에�찍고�점�tan x를� y 축에�평행인�접선에�찍는다.�

이�점들을�지나며�자리표축에�평행인�직선들의�사귐점으로�점�(x,�tanx)를�얻는다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

이런�방법으로�함수� y =tan x의�그라프를�그리면�그림�2-15와�같다．�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

함수� y =tan x의�그라프는�다음과�같은�특징을�가진다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

y =tan x 의 그라프의 특징 

1)�점�
2
π
+ k π 에서�우아래로�한없이�뻗는다.( k ∈Z)�

2)�점� x= k π�에서� x축과�사귄다.�

3)�구간�(-
2
π
+ k π,�

2
π
+ k π)에서�오른다.�

4)�원점�O에�관하여�대칭이다.�

5)�π를�주기로�하여�되풀이된다.�

 

x

y 

O�

tanx1

tanx2

x1 

x2 

1 
O x1 x2

tanx1

(x2,�tanx2) tanx2

(x1,�tanx1) 

x 

y

그림�2-14�

x 

y

-1�

1 

O
π 2π�

-
2

π  -
3

π  

-
3

π  

4

π
2

π

2

5π  
3

2π

4

5π
2

3π

3

5π

2
9π

4

π  

그림�2-15�

1�

y 

O�
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문 제 

�

1.�함수� y =tan x의�성질을�그라프의�특징에�기초하여�말하여라．�

2.� y =tan x의�그라프를� x축의�정방향으로�3만큼�이동하고� y 축의�정방향으로�-5만큼�

이동한것을�식으로�표시하여라.�

3.�다음�함수의�그라프는�함수� y =tan x의�그라프에�어떤�변환을�하여�얻을수�있는

가를�보고�그라프를�그려라.�

1)� y =-tan x� � 2)� y =tan(- x)� � 3)� y =�-tan(- x)���
�

4) y =cot x의 그라프  

알아보기��다음�그림�2-16은�단위원을�써서�자리표평면에�점�(x,�cotx)를�

찍는�방법을�보여준다．그�리유를�설명하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

이런�방법을�써서�함수� y =cot x의�그라프를�그리면�그림�2-17 과�같다.��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x 

y

x1 
x2 x2 x100�

cotx1

cotx2

cotx2

cotx1
(x1, cotx1) 

(x2, cotx2)

그림�2-16

y 

x 

x 

그림�2-17�

y

01�

1

2

π

-
4

π

-
2

π  
4

π
−  

6

π

 
2

3π

 

4

7π

 
2

5π

 

π 2π

4

3π

 

 

cotx 

6

π  

y

0
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함수� y =cot x의�그라프는�다음과�같은�특징을�가진다．�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ã
문 제 

�

1.�함수� y =cot x의�그라프의�특징에�기초하여�이�함수의�성질을�말하여라.�

2.�다음�함수의�그라프는� y =cot x의�그라프에�어떤�변환을�하여�얻을수�있는가?�

1)� y =-cot x� � � 2)� y =cot(- x)� � 3)� y =-cot(- x)�
3.�cotα＜0,�sinα＞cosα일�때�α는�몇분구의�각인가?�

�

2. y =a sin(b x c+ )의 그라프  

반경이�3 인�원둘레를�따라�점�P가�처음에�

자리각이�
3
π
인�점�P0에서�떠나�정방향으로�각�

속도�
4
π
로�회전한다.�이때�점�P에서� x,� y 축�

에�내린�수직선의�밑점�H,�K의�운동방정식을�

만들어보자.�

점�P0으로부터�t 초후에�점�P로�돌아갔다�

고�하면�점�P의�자리각은��

� � �
4
π

t�+�
3
π
�

�

이제�점�P의�자리표를�( x,� y )라고�하면�시누스,�코시누스의�정의로부터�

� � � � �
3
y
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

34
sin ππ t �

� � � � �
3
x
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

34
cos ππ t �

y =cot x의 그라프의 특징 

1)�점�� k π 에서�아래우로�한없이�뻗는다.�

( k ∈Z)�

2)�점�
2
π
+ k π 에서� x축과�사귄다.�

3)�구간�( k π,�( k +1)π)에서�내린다.�

4)�원점�O에�관하여�대칭이다.�

5)�π를�주기로�하여�되풀이된다.�

x

y

O�H

P P0�
K�

3�

t
4

π  

3
π  

그림�2-18�
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첫�식으로부터� y =3sin(
4
π

t�+�
3
π
)�

둘째�식으로부터��

x=3cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

34
ππ t =3sin ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

342
πππ t =3sin ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ

6
5

4
t �

그런데�점� P의� x , y 자리표는�각각�점� H의� x 축에서의�자리표,� 점� k 의�

y 축에서의�자리표와�같다.�

따라서�점�H의�운동방정식은�� x=3sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ

6
5

4
t �

점�K의�운동방정식은� � � y =3sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

34
ππ t ��

점�H,�K의�운동을� 조화진동이라고�부른다.�

이로부터�함수� y =asin(bx+c)는Ã조화진동을Ã표시한다고Ã말할수Ã있다.�

알아보기Ã다음�함수들의�그라프는� y =sin x 의�그라프에�어떤�변환을�해야�

얻을수�있는가?�(그림�2-19)�

1)� y =3sin x,� � y =
2
1
sin x�

2)� y =sin
2
x
,� � y =sin3 x�

3)� y =sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1x ,� y =sin( x+3)�

�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

π 2π x

y 

O�

sinx 

3sinx 
3sin

2
1

x 

그림 2-19�

4π

sin
2
1

x 
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�

함수� y =3sin
2
x
의�그라프를�그려라.�

(풀이)�이�함수의�그라프는� y =sinx의�그라프를��

①� y 축방향으로�3배�확대하여� y =3sinx의 그라프를 얻고  

②�다시�x축방향으로�2배�확대하여�얻는다.�

� �

함수� y =
2
1
sin(4 x-0.6)의�그라프를�그려라.�

�

y = a sin x의�그라프�

�

1)� a >0인�경우에는� y =sin x의�그라�

프를� y 축방향으로의�확대( a >1),�
축소(0<a <1)변환을�하여�얻는다.��

2)�a<0인�경우에는� y =| a |sin x의��

그라프를� x축에�관하여�대칭이동�

하여�얻는다.�

�

 

y =sinb x의 그라프�

�

��1)�b >0인�경우에는� y =sin x의�그라�

프를� x축방향으로의�확대(0<b <1),�
축소(b >1)변환을�하여�얻는다.��

��2)�b <0인�경우에� y =sin|b | x의��

그라프를� y 축에�관하여�대칭이동�

하여�얻는다.�

�

�

y =sin( x+c)의 그라프 

�

y =sin x의�그라프를� x축방향으로�

|c|만큼�평행이동하여�얻는다.��

�����이때�

��������c >�0�:� x축의�부방향�

��������c<�0�:� x축의�정방향�

 

례� 1�

례� 2�

π
2π�

x 

y

O

a>1
a=1

0<a<1 

π 2π� x 

y

O

π

2π�
x 

y

O

b>1 

b=1 

0<b<1 
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(풀이)� y =
2
1
sin(4 x-0.6�)=

2
1
sin4( x-0.15�)�

이�함수의�그라프는� y =�sin x의�그라프를��

①� y 축방향으로�
2
1
축소하여� y =

2
1
sin x의�그라프를�그리고��

②� x축방향으로�
4
1
축소하여� y =

2
1
sin4 x의�그라프를�얻으며�

③�다시� x축의�오른쪽방향으로�0.15만큼�평행이동하여�얻는다.�

�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã
 

문 제 

1.�다음�함수의�그라프는� xy sin= 의�그라프에�어떤�변환을�하여�얻을수�있는가?�

1)� xy sin
2
3

−= � � 2)� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

3
π

siny � � 3)� =y 4 x3sin �

4)� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= − xy

2
1

sin � 5)� )5( xy +−= sin �

2.�다음�함수들의�그라프를��그려라.�

1)� =y sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

23
πx

� � � � � 2)� =y 2.5sin(3 x -1)��

3.�그라프가�다음과�같은�함수를�식으로�써라.�

1)�곡선� =y sin x 를� y 축방향으로�2배,� x 축방향으로�3배�확대하고� x 축의�부방

향으로�0.5만큼�평행이동한�곡선�

2)�곡선� =y tan x 를� x 축방향으로�0.2배로�축소하고� y 축의�부방향으로�1만큼�

평행이동한�곡선�

찾 기�다음�□에�알맞는�식을�써넣어라.�

임의의�실수�a,�b에�대하여�같기식�

( )ϕ++=+ xbaxbxa sincossin 22 �

x π

2π�

O�

1�

0.15� 2

π

y 

그림 2-20�

2

1
y=sinx�
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□� □

가�성립하는�각�ϕ가�있다.�

이때�
22 ba +

=ϕcos
22

,
ba +

=ϕsin �

�

우의�같기식을�리용하여�함수� xbxay cossin += 의�그라프와�최대값,�최소값을�

쉽게�구할수�있다.�

�

함수� xxy cossin −= 의�그라프를�그리고�최대값,�최소값을�구하여라.�

(풀이)�a=1,�b=-1이므로�

4
2

1

11

1
2

1

11

1

22

22 π
ϕ

ϕ

ϕ

−=→
−=

+

−
=

=
+

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

sin

cos

�

따라서� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−

4
2

π
xxx sincossin �즉�

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
2

π
xy sin �

�

이�함수의�그라프를�그리면�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

최대값� 2 ,�최소값�- 2 �

 
문 제 

 
1.�다음�함수의�최대값,�최소값을�구하여라.�

1)� xxy cos2sin2 −= � 2)� xxy 4cos3sin −= �� 3)�
22
xx

y 3cossin7 −= �

그림�2-21�

y 

x 

2  

- 2  
4
π
�- 4

π
�

π� 2π

4
9π

4
5π

O�

례� 3�
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2.�다음�함수의�그라프를�그려라.�

1)� xxy cossin += � � � 2)� xxy 3cos4sin += ��

3)� xxy cos2sin2 += � � � 4)�
2

cos
2

sin3
xx

y += �

Ã

�

�

1.�단위원둘레를�16등분하고�한�자리표평면에��

y =sinx,� y =cosx,� y =tanx,� y =cotx�

의�그라프를�그려라.�

2.� 구간� [−2 π ,� 2 π ]에서� 함수가� 정의되지� 않는� 점을� 버리고� 다음� 함수들의�

그라프를�그려라.�

1)� y =|sin x |,� y =-1.5sin x ,� y =sin
π
x
,� y =sin ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
π

x �

2)� y =|cos x |,� y =0.5cos x ,� y =cos
π
x2
,� y =cos ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − x

4
π

��

3)� y =|tan x |,� y =2tan x ,� y =tan
π
x3
,� y =tan ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

6
π

x ��

3.�다음�함수의�그라프를�그려라.�

1)� y =｜sinx｜- xsin
3

1
 2) y =sin｜x｜+sinx 

4.�함수� y =3sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4
2

π
x 가�있다.�다음의�명제에서�옳은것을�찾아라.�

1)�주기는�4π이다.�

2)�홀함수이다.�

3)�주어진�함수는� y =3sin2x의�그라프를�왼쪽으로�
4
π
만큼�평행이동한것이다.�

4)�구간�� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

12
16

,
12
13

에서�증가한다.�

5.� ( ) xcxxbxaxf 2coscossinsin +⋅+= 2 의�최대값과�최소값을�구하여라.�

6.�
3
4

−=+ αα cossin 일�때�α는�몇분구의�각인가?�

7.�
x

x
y

cos

sin

−
=

1
의�주기를�구하여라.�

8.�다음�함수가운데서�짝함수이면서�구간�(0,�π)에서�증가하는�함수를�찾아라.�

련 습 문 제
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1)� xy tan= � 2)� ( )xy −= cos � 3)� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
π

xy sin � 4)�
2
x

y cos= �

9.�빗변�BC=5cm인�직3각형�ABC의�정점�A에서�빗변에�높이�AD를�긋고�밑점�D에

서�직각변�AB에�내린�수직선분�DE를�긋는다.�BE= y 를�∠B=θ의�함수로�표시

하고�이�함수� y = )(θf 의�그라프를�대강�그려라.�

Ã
�

ÃÃ

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

탐�구�

�

임의의�x에�대하여� �

xsin 1≤ 이므로�
22
x

x
xy ≤= sin 이다.�

이로부터�함수��y=
2
x
sinx( 0≥x )의�그라프를�다음과�같이�그린다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

①�y=±
2
x
와��y=sinx( 0≥x )의�그라프를�그린다.�

②�y=sinx ( 0≥x )의�그라프를�직선��y=±
2
x
의�사이에서�늘구거나�

줄구면서�그라프를�완성한다.�

이와�같은�방법으로�다음�함수의�그라프를�대강�그려라.�

1)�y=-
2
x
sinx( 0≥x )���

2)�y=(4-�x)sinx(0 x≤ ＜4)�

3)�y=2x+4sinx�

 

y 

x o 

y= 2
x  

y=- 2
x  

y= 2
x
sinx

y=sinx
π 2π

2

π

-1�

1
2

3π
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Ã
Ã

Ã
1. 거꿀삼각함수 

찾 기Ã1)�그림�2-22를�보고�같기식�sin x =
2
1
에�맞는�x의�값들을�찾아내여라.�

모두�몇개나�되는가?�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2)�함수� xy sin= 의�증가구간과�감소구간을�찾아라.�

함수� xy sin= 는�구간�� ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
ππ

에서�증가한다.�그러므로�이�구간에�sin x =
2
1

인�x의�값은�
6
π
�하나뿐이다.�

이�값을�arcsin
2
1
로�표시하고�《아크시누스  

2
1
》이라고�읽는다.�

마찬가지로�sin x =0.7 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

22
ππ x 에�맞는�x의�값을�arcsin0.7로�표시한다.�

일반적으로�

�

�

�

�

arcsin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1

을�구하여라.�

(풀이)�arcsin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1

= x라고�하면�sin x =-
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

22
ππ x �

sin x =-
2
1
＜0이므로�x는�4사분구의�각이고�x=-

6
π  

따라서� � arcsin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1

=-
6
π

 

mx
x

mx
arcsin

sin

=↔
≤≤−

=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

22
ππ  

《아크시누스 m》 

제 3절. 거꿀삼각함수 

0

2

π x 

y 

그림 2-22�

-
2

π  

2

1  

6

π  

y=sinx

례� 1�
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문 제 

�

다음�값을�구하여라.�

1)�arcsin ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
2

����2)�arcsin1�����3)�arcsin
2
3
������4)�arcsin0�

알아보기 함수� xy sin= 는�구간� ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
ππ

에서�

y의�매�값에�x의�꼭�하나의�값이�정해

진다.�왜�그런가?�

�

�

함수� xy sin= 는�구간� ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
ππ

에서�증가하므로�

거꿀함수를�가진다.�

그것을�구하면�

yx =sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

22
ππ y �

x=arcsiny ( )11 ≤≤− y �

y=arcsinx ( )11 ≤≤− x �

함수� y =sin x의�거꿀함수� y =arcsin x 를�거꿀시누스함수라고도�부른다.�

함수� y =arcsin x의�그라프는�함수� xy sin= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

22
ππ x 의�그라프를�직선�

y = x 에�관하여�대칭이동하여�얻을수�있다.�

 
문 제 

1.�함수� y =arcsin x의�뜻구역과�값구역을�말하여라.�

2.�다음�식에�맞는�x의�값을�기호�arcsin로�표시하여라.�

1)�sin x =-
2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

22
ππ x �

2)�2sin x =0.3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

22
ππ x �

-
2

π  

2

π  

1�

-1

1�

-1�

0� x

y 

그림 2-23�

-
2
π

2
π  
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3.�함수� y =arcsin x의�그라프를�보고�다음�사실을�밝혀라.�

1)� y =arcsin x는�증가함수이다.�

2)� y =arcsin x는�홀함수이다.�

4.�
4
π
와�arcsin

2
1
의�크기관계를�밝혀라.�

�

찾 기�1)�그림�2-24를�보고�같기식�cos x =
2
1
에�맞는� x 의�값들을�찾아라.�모

두�몇개나�되는가?�

�

�

�

�

�

�

�

�

2)�cos x =
2
1
에�맞는� x의�값이�꼭�하나씩�정해지는�구간을�찾아보아라.�

�

함수� y =cos x는�구간 [ ]π,0 에서�감소한다.��

그러므로�이�구간에서�cos x =
2
1
인� x 의�값은�

3
π
하나뿐이다.�

이�값을�arccos
2
1
로�표시하고�《아크코시누스 

2
1
》이라고�읽는다.�

마찬가지로�cos x =
2
3
( π≤≤ x0 )에�맞는� x의�값을�arccos

2
3
로�표시한다.�

일반적으로�

�

�

�

�

�

arccos
2
3
을�구하여라.��

mx
x

mx
arccos

cos
=↔

≤≤

=

⎭
⎬
⎫

π0
�

《아크코시누스 m 》 

0�

2
1

3
π

 

x

y

π-π�

그림 2-24�

례� 2�
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(풀이)�arccos
2
3
= x라고�하면�cos x =

2
3
( π≤≤ x0 )�

cos x =
2
3
＞0이므로� x는�1사분구의�각이고� x =

6
π
�

따라서�arccos
2
3
=

6
π
�

 

문 제 

�

다음�값을�구하여라.�

1)�arccos ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

2
3

�����2)�arccos1����3)�arccos
2
2
������4)�arccos0�

알아보기 함수 y =cos x 는�구간� [ ]π,0 에서� y 의�매개의�값에� x 의�꼭�하나

의�값이�정해진다.�왜�그런가?�

�

y =cos x 는�구간� [ ]π,0 에서�감소하므로�거

꿀함수를�가진다.�그것을�구하면�

cos x = y ( π≤≤ x0 )�

x =arccos y ( 11 ≤≤− y )�

y =arccos x ( 11 ≤≤− x )�

함수� y =arccos x 는� y =cos x 의�거꿀함수

이다.�

함수� y =arccos x 를�거꿀코시누스함수라고

부른다.�

함수� y =arccos x의�그라프는� y =cosx��

( π≤≤ x0 )의�그라프를�직선� y = x에�관하여�

대칭이동하여�얻을수�있다.�

�

문 제 

1.�함수� y =arccos x의�뜻구역과�값구역을�말하여라. 

2.�다음�식에�맞는� x 의�값을�기호�arccos로�표시하여라.�

1)�cos x =－
2
2
( π≤≤ x0 )� � � 2)�cos x =0.9( π≤≤ x0 )�

y

2

π  

2

π

π

0� 1�-1

y=arccosx 

y=cosx 

그림 2-25�

π�x 
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3.�함수� y =arccos x의�그라프를�보면서�다음�사실을�밝혀라.�

1) y =arccos x의�그라프는�[－1,1]에서�감소한다.�

2)�arccos(- x )= xarccos−π �

4.�거꿀함수의�정의를�리용하여�다음�사실을�밝혀라.�

1)�sin(arcsin x )= x ,� ]1,1[−∈x �

2)�cos(arccos x )= x ,� ]1,1[−∈x �

5.�다음것을�증명하여라.�

1)�sin(arccos x )= 21 x− � � 2)�cos(arcsin x )=� 21 x− �

3)�tan(arccos x )=
x

x 21−
� � 4)�cot(arccos x )=

21 x
x
−

�

알아보기 다음것이�옳은가? 
같기식� tan x =1로� 되는� x 의� 값은� 무수히� 많다.� 그러나� 구간

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ

에�드는것은�
4
π
하나뿐이다.�

같기식�tan x =1에�맞는� x의�값들가운데서�구간� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ

에�드는것을��

arctan1Ã

과�같이�표시하고�《아크탕겐스》라고�읽는다.�그러면Ã

arctan1=
4
π
�

일반적으로�

Ã
�

�

�

함수 y =tan x는�구간� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ

에서�증가하므로�거꿀함수를�가진다.�

그것을�구하면�

y =arctan x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<−+∞<<∞−

22
, ππ yx  

《거꿀탕겐스함수》 

마찬가지방법으로 함수� y =cot x의 거꿀함수  
y =arccot x도 이끌어낼수�있다. 

거꿀탕겐스함수� y =arctan x (-∞＜ x ＜+∞)Ã

의Ã그라프는� y =tan x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<−

22
ππ y 의 그라프를 

직선� y = x 에�관하여�대칭이동하여�얻을수�있다. 

����� mx
x

mx
arctan

tan

=↔
<<−

=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

22
ππ �

《아크탕겐스 m 》 

0�

-
2

π  

2

π  

x

y 

y=arctanx 

y=tanx 

그림 2-26�
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문 제  

1.�함수� y =arctan x의�그라프를�보면서�다음�사실을��밝혀라.�

1)�이�함수는�(-∞,�+∞)에서�증가한다.�

2)�이�함수는�홀함수이다.�즉�arctan(- x )=-arctan x ��
2.�구간�(0,�π)에서�함수� y =cot x의�거꿀함수� y =arccot x 를�정의하여라.�

3.�함수� y =arccot x ,� x ∈(－∞,�+∞)의�그라프를�그리고�다음�사실을�밝혀라.��

1) y =arccot x 는�(－∞,�+∞)에서�감소한다.�

2) y =arccot x 의�그라프는�(－∞,�0)에서�볼록하고�(0,�+∞)에서�오목하다.�

3)�arccot(－ x )=π－arccot x �
4.�다음�같기식을�증명하여라.�

1)�tan(arctan x )= x    2)�cot(arccot x )= x �

3)�tan(arccot x )=
x
1
� � � 4)�cot(arctan x )=

x
1
�

Ã

2. 거꿀삼각함수들사이의 관계  

알아보기 1)�다음�□에�알맞는것을�써넣어라. �

arcsin
2
1
+arccos

2
1
=

236
πππ

=+ ,�arcsin
2
3
+arccos

2
3
=□��

arctan 3 +arccot 3 =□�

arctan(－1)+arccot( 1− )=□�

2)�그라프를�보고�다음�같기식을�설명하여라.�

arcsin x +arccos x =
2
π
,� � arctan x +arccot x =

2
π
�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�

�

x

y 

-
2

π  

2

π  

π�

0� x1 x2 1�-1

y=arccosx 

y=arcsinx 

그림 2-27�

2

π

-
2

π
0�x2 x1 x 

y

y=arccotx 

y=arctanx 

그림 2-28�
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�

�

�

(증명)�sin(
2
π
－arccos x )=cos(arccos x )= x  

한편�0�≤�arccos x ≤π이므로  

－
2
π
≤

2
π

－arccos x ≤
2
π

 

따라서�아크시누스의 정의로부터  

arcsin x =
2
π

－arccos x  

arcsin x +arccos x =
2
π
�

�

�

�

�

arcsin
5
3
=arctan

4
3
임을 증명하여라.�

(풀이)�arcsin
5
3
=α라고 하면  

sinα=
5
3
,�-

2
π
≤α≤

2
π
�

cosα= α2sin1− =
2

5
31 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− =

5
4

 

따라서�tanα =
α
α

cos

sin
=

4
3

 

그러므로�α=arctan
4
3
�즉  

arcsin
5
3
=arctan

4
3

 

 
문 제  

Ã

1.�정리�2를�증명하여라.�

2.�다음�같기식을�증명하여라.�

정리 1.Ã임의의ÃÃ x∈［－1,�1］에�대하여�다음�같기식이�성립한다.Ã

arcsin x +arccos x =
2
π  

정리 2.Ã임의의Ã x ∈(-∞,�+∞)에�대하여�다음�같기식이�성립한다.Ã

arctan x +arccot x =
2
π  

례� 3�
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1)�arctan
4
1
=�arccos

17
4

� � � 2)�arccot(
2
1

− )=π－arcsin
5

2
�

3)�arcsin x =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∈−−

∈−

]0,1[,21

]1,0[,21

xx

xx

arccos

arccos
�

4)�arctan x =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

〈−

〉

0,
1

0,
1

x
x

x
x

πarccot

arccot
�

5)�arccos x =

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−∈
−

+

∈
−

)0,1[,
21

]1,0(,
21

x
x

x

x
x

x

arctan

arctan

π

�

3.�다음�식을�증명하여라.�

1)�arcsin
41
40

+arccos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

41
9

=π� � 2)�4arctan�
5
1
－arctan

239
1

=
4
π
�

3)�tan(arcsin x )=
21 x

x
−

, x ∈(－1,�1)�

�

Ã

Ã�

1.�다음�식을�계산하여라.�

1)�cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

1
2arcsin � �� 2)�sin ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4

3
arcsin �

3)�sin ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

2

1
arcsin

2

1
arcsin � �� 4)�sin ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

8

7
arccos

5

3
arcsin �

2.�arctan(tan1)과�arctan1의�크기관계를�밝혀라.�

3.�다음�식의�값을�구하여라.�

1)�arcsin(cos1)� �� 2)� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4

3
arctan

2

1
sin �

4.�다음�같기식을�증명하여라.�

1)�2arctan
5
1

+arctan
4
1

= arctan
43
32

�

2)�2arccosα－arccos(2α2－1)=0�(0≤α≤1)�

3)�arctanα+arctanβ=π+arctan
αβ
βα

−
+

1
�(α>0,�αβ>1)�

련 습 문 제
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4)�arctanα+arctanβ+arctanγ=π�(α+β+γ=αβγ,�α,�β,�γ>0�)�

5)�arctan3 2
1

－arctan3- 2
1

=
6
π
�

5.�다음�식을�변형하여라.�

1)�tan(2arctan x )� �2)�cot(2arccot x )�
3)�tan(arctan x +arctan y )  4)�tan(arctan x－arctan y ) 
5)�sin(arcsin x +arccos y )  6)�cos(arccos x－arccos y ) 

6.�다음�같기식을�증명하여라.�

1) ( )
21 x

x
x

+
=arctansin   2) ( )

21

1

x
x

+
=arccotsin  

3) ( )
21

1
x

x
+

=arctancos   4) ( )
21 x

x
x

+
=arccotcos  

7.�다음�식을�증명하여라.�

12
5

22
31 π
=

+
arcsin  

 
 
 

 
 
 

1.  가장 간단한 삼각방정식  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

sinx=
2
1
을�풀어라.�

(풀이)�그림�2-29를�보면�구하려는�풀이는��

6
π
(=arcsin

2
1
),�

6
5π

(=
6
ππ − ) �

에�각각�2 k π를�더한것�즉��

x=
6
π
+2 k π,� x= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

6
ππ +2 k π( k =0,±1,±2,…)�

라는것을�알수�있다.��

둘째�식을�변형하면�

sin x +cos x =0ÃÃsin(2 x +1)=�−1�
과�같이�삼각식이�들어있는�방정식을Ã삼각방정식이라고�부른다.�

�sin x =ÃmÃ,ÃÃÃcos x =ÃmÃ,ÃÃ�tan x =ÃmÃ
과�같은�방정식은�가장�간단한�삼각방정식이다.�

제 4절. 삼각방정식 

x�
2

1  

그림�2－29 

6
ππ −  

6
π  

y�

O�

례� 1�
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x=－ ππ )12(
6

++ k �

따라서�구하려는�풀이는�다음과�같다.�

x=(－1)n ππ n+
6

��(�n=0,�±1,�±2,�…)�

이것을�다음과�같이�쓸수도�있다.�

x=(－1)narcsin πn+
2
1

�

�

�

�

�

�

�

sin2 x =－
2
2
를�풀어라.��

(풀이)�우의�공식을�쓰면��

2 x =(－1) n arcsin(－
2
2
)+�nπ�

x =
2
1
[(－1) n (－

4
π
)+nπ]=(－1) 1+n

8
π
+

2
πn
��(�n=0,� 1± ,� L,2± )�

�

문 제 

Ã

다음�방정식을�풀어라.�

1)�sin x =-1���2)�sin2 x =
2
1
� �3)�sin3 x =

2
3
����4)�sin(2 x -1)=�-

2
2
�

cosx=
2
1
을�풀어라.�

(풀이)�그림�2-30을�보면�구하려는�풀이는�

3
π
(=arccos�

2
1
),�－

3
π
�

에�2nπ를�더한것�즉�

x=
3
π
+2nπ,�x=－

3
π
+2nπ(�n=0, 1± , L2,± )�

이라는것을�알수�있다.�

두�식을�하나로�쓰면�

x=±
3
π
+2nπ(�n=0,� 1± ,� L2,± )�

sinx =m (|m|≤1)의 풀이 

πnmx n +−= arcsin)1( ,ÃÃn=Ã0,�±1,�±2,… 

y 

3
π

−  
3
π  

O� x 1�

 

2
1  

그림�2－30�

례� 2�

례� 3�
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�

�

�

�

�

�

tanx= 3 을�풀어라.��

(풀이)�그림�2-31을�보면�구하려는�풀이는�

3
π
(=arctan 3 ),�

3
π
+π�

에�각각�2nπ를�더한것과�같다는것을�알수��

있다.�즉�

x=
3
π
+2nπ,�x=

3
π
+(2n+1)π�  

두�식을�하나로�쓰면�

x=
3
π
+�nπ,�n=0, 1± , L,2± �

�

�

�

�

�

Ã

Ã
문 제 

Ã

다음�방정식을�풀어라.�(1－2)�

1.�1)�cos x =�－1� � � � � 2)�cos2 x =�
2
1
�

3)�cos3 x =�
2
2
�� � � � 4)�cos(2 x－1)=�－

2
3
�

2.�1)�tan x =�－1� � � � � 2)�cos2 x =�－ 3 �

3)�tan5 x =�
3

1
�� � � � 4)�tan(5 x －1)=�－ 3 �

3.�cot x =m의�풀이가� x =arccotm+nπ�(�n=0,� 1± ,� L,2± )라는것을�밝혀라.�

4.�다음�방정식을�풀어라.�

1)�cot x =1� � � � � 2)�cot x =�－ 3 �
3)�cot2 x =－1� � � � � 4)�cot(2 x �+5)=－1�

cosx =m (|m|≤1)의 풀이 

πnmx 2arccos +±= , ÃÃn=0, 1± , L,2±  

tanx=m 의 풀이 

πnmx += arctan ,Ãn=0,Ã 1± ,Ã L,2±  

x 

y 

3

0�

 

그림�2－31�
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2. 삼각방정식의 풀이법 

삼각방정식을�풀�때에는�그것을�먼저�가장�간단한�모양의�삼각방정식으로�고쳐서�

푼다.�

�

2sin 2 x－3cos x =0을�풀어라.�

�

(풀이)�왼변을�변형하면��

2(1－cos 2 x )－3cos x =0�
2cos 2 x +3cos x －2=0�

cosx=t�로�놓으면�

2 t 2 +3 t－2=0�

(2t－1)( t�+2)=0�

t=
2
1
,�t=－2�

따라서�cos x =
2
1
,�cos x =�－2�

첫�방정식의�풀이는� x = πππ nn 2
3

2
2
1arccos +±=+± ,�n∈Z�

둘째�방정식의�풀이는�없다.�따라서�

x =� ππ n2
3
+± ,�n∈Z�

Ã

문 제 

다음�방정식을�풀어라.(1-2)�

1.�1)�sin2 x －2sin x +1=0� � � � 2)�tan2 x－6=5tan x �
3)�2cos2 x +5cos x－3=0� � � 4)�3tan2 x－4 3 tan x +3=0�
5)�2sin2 x +cos2 x =1� � � � 6)�5cos2 x =4sin x �
7)�sin2 x－4sin x cos x +3cos2 x =0� � 8)�tan3 x +tan2 x－3tan x －3=0�

9)�sin3+sin2 x =1+sin x �
2.�안같기식�cos x ≥0을�만족시키는�방정식�1－5sin x +2cos2 x =6의�모든�풀이를�

구하여라.�

다음것을�증명하여라.�

sin x =sin y ⇔ x =(－1)k y + k π,� k ∈Z�
(풀이)�sin x =sin y ⇔�sin x －sin y =0�

⇔�2cos
2

yx +
sin

2
yx −
=0�

례� 1�

례� 2�
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⇔�cos
2

yx +
=0��또는��sin

2
yx −
=0�

⇔�
2

yx +
=±

2
π
+�2 k π�또는�

2
yx −
= k π,� k ∈Z�

이로부터� x =－ y ±π+2 k π=－ y +(2 k +1)π�또는� x = y +2 k π�

두�식을�하나로�쓰면�

x=(－1)k y + k π,�� k ∈Z�
�

sinx =cosx를�풀어라.�

(풀이)�sinx=sin(
2
π

－ x )�

례�2에�의하여��
2
π

－ x =(－1)k  x + k π,� k ∈Z�

(－1)k  x + x =
2
π

－ k π�

k 가�홀수이면�왼변이�0이므로�－ k =2n인�경우만�보자.�

2 x =
2
π
+2nπ�

x =
4
π
+nπ,�n∈Z�

[다른�방법]�

sinx�－cosx=0�⇔ 2 sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
πx )=0�

⇔ x －
4
π
=(－1)k�0+ k π�

x =
4
π
+ k π,�( k ∈Z)�

Ã

문 제 

Ã

1.�다음것을�증명하여라.�

1)�cosx=cos y ��⇔� x =± y +2 k π,� k ∈Z�
2)�tanx�=tan y �⇔� x = y + k π,� k ∈Z�

2.�다음�방정식을�풀어라.�

1)�sin3x�=�－sin12°� � � � 2)�cos2x�－cos3°=0�

3)�sin4°－cos7x�=0� � � � 4)�tanx�=�tan16°�

5)�tanx�=cosx     6)�cos(7 x－2)=cos(2 x +1)�
7)�sin3 x－cos( x－2)=0� � � 8)�1－cos4x=2cos2 x �

례� 3�
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5cos x－2sin x = 29 를�풀어라.�

(풀이)� 2925 22 =+ 이므로�

cos�ϕ=
29
5

,��sin�ϕ=
29
2

�

인�ϕ가�있다.��

그러면�주어진�방정식은��

cosx�cosϕ�－sin x sinϕ=1�
cos( x +ϕ)=1�

x =�-ϕ�+�2 k π,� k ∈Z�

여기서�ϕ�=arccos
29
5

�(또는�arcsin(－
29
2

))�

x =－arccos
29
5

+2 k π,� k ∈Z�

2sinx=2－sin2x－2cosx를�풀어라.�

�

(풀이)�방정식을�변형하면��

2(sinx�+cosx�)=2－2sinxcosx�
2(sinx�+cosx�)=2－[(sinx�+cosx)2－1]�

sinx�+cosx= t로�표시하면�

2t=2－t2�+�1�
t2�+�2t－3=0�

(t�+�3)(t－1)=0�
t=－3,�t=1�

이리하여�주어진�방정식과�동등한�두�방정식�

sinx�+cosx=－3�
sinx�+cosx=1�

을�얻는다.��

그런데�|sinx�+cosx |≤2이므로�첫�방정식은�풀이가�없다.��

둘째�방정식을�풀면�

sin( x +
4
π
)=

2
1

�

x +
4
π
=(－1)k 

4
π
+ k π�

x=[(－1)k －1]
4
π
+ k π,� k ∈Z�

례� 4�

례�5�
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문 제 

Ã

다음�방정식을�풀어라.�(1－2)�

1.�1)�
2
1
sin x +

2
3
cos x=

2
2
� � � 2)�3sin5 x－4cos5 x=�－

2
1

�

3)�(cos x－sin x )(2tan x +sec x +2)=0�� 4)�sin x +2cos x =－3�
5)�cot3 x tan5 x =1� � � � 6)�tan( x－2)tan5 x =1�

2.�1)�sin22 x =6sin x cos x－2��

2)�sin4 x +cos4 x =
2
3
sin x cos x �(sin2 x =t)�

3)�tan2 x－3cos2 x=cos2 x �(cos x =t)�

�

sin x +sin2 x +sin3 x =1+cos x +cos2 x를�풀어라.�

(풀이)�왼변을�변형하면�

sin x +sin2 x +sin3 x =(sin x +sin3 x )+sin2 x =2sin x cos x (2cos x +1)�
오른변을�변형하면�

1+cos x +cos2 x =(1+cos2 x )+cos x =cos x (2cos x +1)�
따라서�주어진�방정식은�

2sin x cos x (2cos x +1)=cos x (2cos x +1)�
(2sin x－1)cos x (2cos x +1)=0�

sin x =
2
1
,� x =(－1)k 

6
π
+� k π,� k ∈Z�

cos x =0,� x =�±
2
π
+2 k π�

cos x =－
2
1
,� x =�±

3
π
+2 k π�

1)cos(sinlog 2 =+ xx 을�풀어라.�

(풀이)�sin x +cos x = 2 �

2 sin( x +
4
π
)=� 2 �

sin( x +
4
π
)=1�

x +
4
π
=(－1)k�

2
π �+ k π,� k ∈Z�

x =-
4
π
+(－1)k 

2
π
+ k π,� k ∈Z�

례� 6�
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문 제 

 

1.�다음�방정식을�풀어라.�

1)�sin x cos x +sin2 x cos2 x -sin2 x cos x -sin x cos2 x =0�
2)�sin2 x cos x tan x =0�
3)�sin x sin7 x =sin3 x sin5 x �
4)�cos2 x +cos22 x +cos23 x +cos24 x =2�
5)�tan x +tan2 x －tan3 x =0�

2.�방정식�Psinx+2cosx�= 2P가�풀이를�가지는��P를�모두�구하여라.�

3.�다음�방정식을�풀어라.�

1)� 1cossin3 =+ xx aa ��

2)�(cos x )cos3x+2cosx=1�

�

arcsin x =
3
π
를�풀어라.�

(풀이)� x =sin(arcsin x )=sin
3
π
=

2
3
�

Ã

4arctan( x 2－3 x +2)－π=0을�풀어라.�

(풀이)�4arctan( x 2－3 x +2)=π�

arctan( x 2－3 x +2)=�
4
π
�

x 2－3 x +2=1�
( x－1)( x－2)=0�

즉� x =1,� x =2�

Ã

π－arcsin x =arccos x를�풀어라.�

(풀이)�sin(π－arcsin x )=sin(arccos x )�
sin(arcsin x )=sin(arccos x )�

x = 21 x− �

2 x 2=1,� x =±
2

1
 

이것은�주어진�방정식에�맞지�않으므로�풀이는�없다.��

례� 8�

례� 9�
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문 제  

Ã

다음�방정식을�풀어라.(1−4)�

1.�1)�arccosx= 3
π
� � � � 2)�arctan x=

4
π
�

3)�arccot x =
4
3
π� � � 4)�lg(arctan x )+lg(arccot x )=1�

2.�1)�6arcsin x =2π� � � 2)�3arccos x 2－π=0�

3)�10arccot(3 x －1)=5π�

3.�1)�arctan(x+2)－arctan(x�+1)= 3
π
� 2)�arcsin x=arctan x �

3)�2arcsin x =arccosx�

4.�1)� ⋅−
−

22
)

4
tan( πx

x

x

2cos

)
4

(sin2

25.0

π
−

=1� � 2)�log3cos x +log
3
1 (1－sin x )=1�

�

3. 련립삼각방정식 

�

다음�련립방정식을�풀어라.��

⎩
⎨
⎧

=+
=−

πyx
yx 2tantan

�

(풀이)�둘째�방정식에서� y =π－ x를�얻고�그것을�첫째�방정식에�갈아넣으면�

tan x －tan(π－ x )=2�
2tan x =2,�tan x =1�

x =
4
π
+ k π,� k ∈Z�

y =π－(
4
π
+ k π)=

4
3
π�－ k π,�� k ∈Z�

따라서�풀이는��

{(
4
π
+ k π,�

4
3
π− k π)| k ∈Z}�

Ã

다음�련립방정식을�풀어라.�

⎩
⎨
⎧

=+
=+

πyx
yx 1sinsin

�

(풀이)�첫째�방정식을�변형하면��

례� 1�

례� 2�



 60�

2sin
2

yx +
�cos

2
yx −
=1�

둘째�방정식을�고려하면��

2sin
2
π
�cos

2
yx −
�=1�

cos
2

yx −
�=

2
1
�

2
yx −
=±

3
π
+2 k π�

x − y =±
3
2
π+4 k π�

따라서�2 x =π±
3
2
π+4 k π�

x =
2
π
±

3
π
+2 k π�

2 y =πm
3
2
π�－4 k π�

y =
2
π

3
π

m －2 k π�

그러므로�풀이는��

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+± Z2

32
,2

32
kkk ππππππ

m �

�

문 제 

Ã

다음�련립방정식을�풀어라.�(1−3)�

1.�1)�

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

2

2
3

πyx

yx cottan
� � � � 2)�

⎩
⎨
⎧

=+

=⋅

πyx
yx 2tantan

�

2.�1)�

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=

2

3

π
yx

y
x

sin

sin

� � � � � 2)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

2

6)(3
π

yx

yxyx sinsinsin

�
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3.�1)�
⎩
⎨
⎧

=+

=−

πyx
yx 2tantan

� � � � 2)�

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

2

2
1

π
yx

yx sinsin

�

4.�a가�어떤�값을�잡을�때�련립방정식이�풀이를�가지는가?�

⎩
⎨
⎧

=+

=−

ayx
yxyx 1)(2 coscoscos

�

�

�

다음�련립방정식을�풀어라.�

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅

−=⋅

4
3
4
1

yx

yx

coscos

sinsin

�� ),2
3

( Zkkyx ∈+±≠− ππ
�

(풀이)�두�방정식의�왼변을�변형하면��

4
3)]cos()[cos(

2
1

4
1)]cos()[cos(

2
1

=−++

−=−−+−

yxyx

yxyx
�

즉�

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−++

=−−+

2
3)cos()cos(

2
1)cos()cos(

yxyx

yxyx
�

Zkkyxyxyx ∈=+=+=+⋅ ,2,1)cos(,2)cos(2 π � � ① 

Zkkyxyxyx ∈+=−=−=−⋅ ,2
3

,
2
1)cos(,1)cos(2 ππ

� ②�

조건에서� yx − ≠ ππ k2
3
+± 이므로�②는�풀이가�없다.�

①로부터� � � xky −= π2 �

이것을�첫째�방정식에�넣으면��

2
1sin,

4
1sin 2 ±== xx �

례� 3�



 62�

Zkkkky

Zkkx

kk

k

∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−−=

∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−=

+ ,
6

)1(]
6

)1[(2

,
6

)1(

1 πππππ

ππ

�

따라서�주어진�방정식의�풀이는��

⎭
⎬
⎫

∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±−

⎩
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±− + Zkkk kk |

6
)1(,

6
)1( 1 ππππ

�

Ã

문 제 

다음�련립방정식을�풀어라.�

1)�

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

4
1
4
1

yx

yx

coscos

cossin

� � � � 2)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

2
3

cot

3

yx

yx

cot

tantan

�

3)�
⎩
⎨
⎧

=+
=+−

ayx
yxyx 01)(8 coscoscos

�

Ã

Ã

�

다음�방정식을�풀어라.(1−3)�

1.�1)�sin6 x =sin5 x �� � � 2)�cos2 x－sin2 x =sin x �

3)�tan x－tan7 x =0� � � 4)�cot2 x =tan3 x �

2.�1)�sin2 x +cos x +1=0� � � 2)�sin22 x－sin2x=sin2

6
π
�

3)�sin4 x +cos4 x =
8
5
� � � 4)�8sin2 x +�6cos2 x =13sin2 x �

3.�1)� x
x
x 2sin1

tan1
tan1

+=
−
+

� � � 2)�6sin2 x +�3sin x cos x－5cos2 x =2�

3)�sin2 x =cos2 x－sin2 x +1� � 4)�sin4 x +cos4 x +sin2 x + a =0�
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4.�a가�어떤�값을�가질�때�방정식�1+sin2a x =cos x 는�단�하나의�풀이를�가지겠는가?�

5.�구간�[0,� °270 ]에서�방정식�1+sin2(270o+2 x )= )290(sin5 o2 x+ 은�몇개의�각이한�

풀이를�가지겠는가?�

6.�방정식� axx =+++ cossin 11 는� a의 어떤�값에�대하여�풀이를�가지겠는가? 

7.�다음�련립방정식을�풀어라.�

1)�
⎩
⎨
⎧ =+

=− ayx
ayx

coscos
� � 2)�

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

2
1)(
2

1)(

yx

yx

sin

cos

�(0< x , y <�
2
π
)�

8.�다음�방정식을�풀어라.�

1)�81 xx cos
1

9sin = � � � � 2)�4
9
1)5sincos5(sinlog 2

2
1

=
++ xxx

�

3)�logsinx2·log�
x2sin
3=1� � 4)�sin(πlg x )+cos(πlg x )=1�

�

Ã

Ã

1.�다음과�같은�각의�도수와�라디안수를�구하여라.�

1)�원에�내접한�바른n각형의�한�아낙각과�아낙각의�합�

2)�1분에�752바퀴�도는�치차가�1초에�도는�회전각�

2.�다음�삼각함수값을�구하여라.�

1)�sin210°� � � � 2)�cos(�−45°)�

3)�tan750°� � � � 4)�cot(�−135°)�

3.�다음�식을�간단히�하여라.�

1)�
α))cot(180270(αsin(-α)cos

α)α)tan(540(90�cos(-α)sin

−°°−
−°−°

�

복 습 문 제
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2)�

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+

x

xx

x

xx

2
sin

)(sec
2
3sin

2
3cos

)(tan)sin(
2

2

π

ππ

π

ππ
�

4.�다음�같기식을�증명하여라.�

1)�1+sin x +cos x +tan x �=�(1+cos x )(1+tan x )��

2)�(tan2 x −sin2 x )cot2 x �=�sin2 x �

3)�(cos x -sin x )(cosec x -sec x )�=�sec x cosec x −2�

4)� x
xx
xx

xxx
xx

sin
cos³sin³

cos²-sin²

cosecseccos

cossin
    

)(
1

=
+

⋅
-

-
��

5.�다음�식을�간단히�하여라.�

)(1)(1 xxxx tancos²cotsin² +++ ,�(π< x < π
2
3

)�

6.�tan(α+β)=−4.3,�0<α<
2
π
,π<β < π

2
3

를�알고�α+β의�삼각함수값을�구하여라.�

7.�sinα+cosα�=
2
1
일�때�sin3α+cos3α의�값을�구하여라.�

8.�sinα�=
n
m
일�때� αtan22 mn − =± m이라는것을�증명하여라.�

9.� 2
2

secsec α
222

sin −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ απαα

π
α

π
α

π
sec--seccos �

를�증명하여라.�

10.�다음�함수들의�그라프를�그려라.�

1)� xy sin= ,� )12( += xy sin �

2)� xyxy 5cos|,|cos == , 1)3cos( +−= πxy �

3)� || xy tan= ,� xyy x cottan =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= − ,

3
2 π

�

11.�질점의�운동방정식이� tx t sincos −= ,� tty cossin= 와�같이�주어졌다.�

1)�t를�없애고� )(xfy = 와�같이�표시하여�질점의�운동곡선을�그려라.�

2)�t의�값이� π≤≤ t0 와�같은�범위에서�변할�때�질점은�운동곡선의�어느�범위

에서�움직이겠는가?�
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12.�cosx -�sinx＜-1이라면�x는�몇분구의�각인가?�

13.�다음의�조건에�맞는�삼각함수� f(x)를 구하여라.�

1)�f(x)는�짝함수이다.�

2)�임의의�x∈R에�대하여� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − xfxf

44
ππ

�

14.� ( )
2cos

1
−

=
x

xf 의�최대값은�M,�최소값은�N이다.�다음�식에서�옳은것은�어느

것인가?�

1)�M-3N=0��������2)�M+3N=0� ����3)�3M-N=0� ���4)�3M+N=0�

다음�같기식을�증명하여라.(15-17)�

15.�tanα+�tanβ+�tanγ－
γβα

γβα
coscoscos

)sin( ++
=tanαtanβtanγ�

16.�(cos x +�cos y )2�+�(sin x +�sin y )2=4cos2 2
yx −

�

17.� 2
sinαcosα

sin2α1
=

+

+
cos ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −απ

4
�

18.�cos2α+cos2β+cos2γ+2cosαcosβcosγ=1이�성립하려면�α,�β,�γ�사이에�어떤�관계

식이�있어야�하는가?�

19.�다음�방정식을�풀어라.�

1)�5(sin x +cos x )2－12(sin x +�cos x )+7=0�

2)�sin x +sin2 x +sin3 x +sin4 x =0�

3)�sin3 x (1+�cot x )+cos3 x (1+�tan x )=cos2 x �

4)�tan(πtan x )=cot(πcot x )�

5)�sin x −2sin2 x +sin3 x =|1−�2cos x +�cos2 x |�
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20.�다음�방정식을�풀어라.�

1)� ( ) 1cos 2
1

sin
2
3

sin2

=+− xxx � � 2)� xx cossin 416 = �

21.�다음�련립방정식을�풀어라. 

1) 
⎩
⎨
⎧

=+

=+

122
1
yx

yx
coscos

cossin
   2) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+−=+

122
2
1

yx

xyyx

sinsin

cossincossin
��

22.�삼각함수,�삼각방정식으로�풀수�있는�물리응용문제를�만들고�풀어보아라.��

�

�

 연�구�

sin x =m( m ≤ 1)로�되는�x 의�값은�무수히�많다.�

이처럼�어떤�수모임�X의�매개�값에�수모임�Y의�여러개의�값이�대응되는�

경우에도�함수를�생각할수�있다.�이러한�함수를�여러값함수라고�부른다.�

여러값함수를�생각하면� xy sin= 는�구간�(-∞,�+∞)에서�거꿀함수를�가진다.�

이�거꿀함수를�Arcsinx와�같이�표시한다.�

y =Arcsinx,� x∈［-1,�1］,� y∈(-∞,�+∞)�

이와�마찬가지로�함수� y =cosx의�거꿀함수�Arccosx,�함수� y =tanx의�

거꿀함수�Arctanx를�생각할수�있다.��

함수� y =Arcsinx,� y =Arccosx,� y =Arctanx�의�그라프를�대강�그리고�

그�특성을�찾아보아라.�



 67

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã
Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

제3장.복소수�

복소수 

복소수의 산법 

복소수평면 
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Ã
 
Ã

1. 복소수의 의미 

실수모임에서�2차방정식� 022 =+ ax 은�풀이를�가지지�않는다.�

022 =+ ax �즉� 22 ax −= �

모양의�방정식까지도�풀이를�가지게�하자면�2제곱한것이�부수로�되는�새로운�

《수》를�받아들여야�한다.�

�

2제곱하면�−1로�되는�새로운�수�i를�받아들여�그것을�허수의 단위라고�부른다.�즉�

�

�

i 의�제곱을�실수에서와�같이�생각하면����

LLLLLLLLL

iiiii
iiiiii
iiiii

iiiiii
iiiii

i
ii

i

−=⋅−=⋅=

−==⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=−−=−=⋅−=⋅=

−=⋅−=⋅=

−=

=

=

)1(
1

1
1)1()(

)1(
1

1

67

256

45

234

23

2

1

0

�

�

일반적으로�

i n =

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=−
+=−
+=

=

34,
24,1
14  ,  

4  1, 

kni
kn
kni
kn

� � (� k =0,� 1± ,� 2± ,…)�

�

�

iiii
ii

−===

==
+−−

⋅

332825

8432 1
 

���������방정식 092 =+x 을�풀어라.�

제 1절. 복소수 

례� 1�

례� 2�

12 −=i
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(풀이)� 092 =+x �즉� 92 −=x  
그런데 

993 22) ( −=⋅= ii  

( ) 922 93 −=⋅=− ii  
이므로�주어진�방정식의�풀이는�3i와�-3i이다. 

�

��������방정식� 032 =+x 을�풀어라. 

(풀이)� 32 −=x   
그런데 

3( =2)i 3)3( 22 −=⋅ i  

3(− 2)i 3)3( 22 −=⋅−= i  

이므로�주어진�방정식의�풀이는� 3 i와�� 3− i이다.�

�

실수의�테두리에서는�부수의�2차뿌리는�없다고�하였다.�

그러나�새로운�수� i 를�써서�-9의�2차뿌리는� 39 =− ,i  i39 −=−−  

-3의�2차뿌리는� 33 =− i , 33 −=−− i와�같이�표시하기로�한다.�그러면�

-1의�2차뿌리는�

,1 i=−    i−=−− 1  

일반적으로� a 가�정수일�때�부수� a− 의�2차뿌리는�서로�반대인�두�수� ia 2
1

와�

ia 2
1

− 이다.�즉� 

2
1

2
1

)( aa =− i ���또는��� aa =−  i  

2
1

2
1

)( aa −=−− i ��또는�� aa −=−−  i �

 

문 제  

1.�다음�수들을� i를�써서�표시하여라.�

1)  81− �������2) 2
1

)25.0(−−  ��������3)�
2
1

9
2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− ��������4)

36
9

−−  

2.�다음�계산에서�어느것이�옳은가?�

10100)25()4(254

1052254254 2

==−⋅−=−⋅−

−=⋅⋅=⋅⋅=−⋅− iii
 

례� 3
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3.�다음�방정식을�풀어라.�

1)� 01442 =+x   2)� 0134 2 =+x   3)� 0
49
32 =+x  

4)� 0164 2 =+x   5)� 0819 2 =+x   6)� 0123 =−+− xxx  

해보기 2차방정식� 02042 =+− xx 을�풀어보아라.�풀이를�어떤�모양으로�표시

할수�있는가?�

�

0)( 2 =+− bax )0( >b 모양의�2차방정식이�풀이를�가지도록�하자면� bia ± 모양의�

새로운�수가�있어야�한다.�

�

�

�

�

�

0=b 인�복소수� ia 0+ 는�실수� a와�같다고�본다.�

0≠b 인�복소수� bia + 는�실수가�아니다.�이러한�복소수를�허수라고�부른다.�특

히� 0=a 이고� 0≠b 인�복소수� bi+0 를�순허수라고�부른다.�

�

�

�

�

�

�

�

두�복소수에서�실수부와�허수부가�각각�같으면�그�두 복소수는 같다고�말하고�같

기기호�〈=〉로�표시한다.�

�

�

�

�

그러므로�실수부나�허수부가운데�어느�하나라도�같지�

않으면�두�복소수는�같지�않다.�

복소수는�서로�다른�글자� γβα ,, �,�… 등으로�표시하

여�구별한다.�

복소수에서는�실수에서와�같은�크기관계를�생각하지�않

는다.�

� � ����실수(b=0)�
�������복소수�� ����������순허수(�a=0)�
�������(a +�bi)���허수(b≠0)�

� � � � ��� 그밖의�허수(�a≠0) 

dicbia +=+ �⇔ � dbca == ,

α= a+bi (a, b∈R) 
모양의�수를�복소수라고�부른다.�이때��a 와�b 를�각각�α의�

실수부, 허수부라고�부르고�다음과�같이�표시한다.�

a=Reα,   b=Imα 

C�

R�

Q�

그림�3-1 
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{- a
b

2 +� a2
D i,�- a

b
2 - a2

D i} 

판별식� 풀�이�의�개�수� 풀�이�모�임�

서로�다른�실수풀이

(D�= acb 42 − )

한개의�실수풀이(겹풀이)�

서로�다른�두개의�허수풀이D�<�0 

D�>�0�

D�=�0� {- a
b

2 } 

{- a
b

2 + a2
D �,�- a

b
2 - a2

D } 

유리수모임을�Q,�실수모임을�R,�복소수모임을�C로�표시하면 

Q⊂R⊂CÃ

문 제 

�

1.�다음의�명제에서�옳은것과�옳지�않은것을�갈라내여라.�

1) 수�1과�수�i�의�크기는�같다.�

2) 실수�a,�b에�대하여�a=0이면� bia + 는�순허수이다.�

3) dicbia +=+ 이면  a= c,� b=d 이다.�

2.�다음�복소수의�실수부와��허수부를�갈라보아라.�

1)�α=2�+�3 i � � � � 2)�α=1+� i �

3)�α=4 2
1     4)�α=- 2

1 i �

3.�다음�복소수들에서�실수,�허수,�순허수를�갈라보아라.�

3+0.5 i ,��-6�,��-
2
5
+ i

5
2

,��0.12 i ,��1
3
2
,��-7 i �

4.�실수��m이�어떤�값을�가질�때�복소수� immmmz )2(65 22 −−++−= 가��

1)�실수� � � 2)�허수� � � 3)�순허수�

이겠는가?�

�

2. 실수곁수2차방정식의 풀이 

 

곁수가�실수인�2차방정식� 02 =++ cbxax ( ,0≠a R,, ∈cba )은�복소수모임�C�

에서�늘�풀이를�가지는가?�그�풀이를�어떻게�표시할수�있는가?�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

다음�방정식의�풀이를�판별하고�풀어라.�

0522 =+− xx �

례�
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(풀이)�D=(-2) 2 -4·1·5�=�-16�<�0��

이므로�방정식은�2개의�허수풀이를�가진다.��

이�방정식을�풀면 

x 2,1 �=�1�± � 2
16−

i�=�1± 2i�

따라서�풀이모임은�｛1＋2 i，1-2 i｝�

�

복소수��α ＝ bia + 에서�허수부의�부호를�반대로�바꾼�복소수� bia − 를�α 의�공

액복소수라고�부르고�α 로�표시한다．�

�

�

�

�

이때� bia − ＝ iba )(−+ ＝ biaiba +=−− )( 이므로�α 와�α 는�서로�공액인�복소수

이다.�

�

문 제 

1.�다음�방정식을�풀어라.�

1)�( x -1) 2 +16=0� 2)�( x -3) 2 +25=0�

3)� x 2 +2 x +5=0� 4)� x 2 - x +1=0�
2.�다음�2차방정식의�풀이를�판별하고�풀어라.��

1)�2 x 2 - 1−x =0� 2)� x 2 +2 3 x +3=0�
3)� x 2 -6 x +10=0� 4)�4 x 2 +3 x −5=0�

3.�다음것을�증명하여라.�

( bia + )= bia +  
4.�α =α 이면�복소수�α 는�실수라는것을�밝혀라.�

Ã

�

1.�다음�식을�계산하여라.�

1)� i 28− + i 42  2)� i 125 -(- i 27 )+ i 64   

3)� i 17 -(- i ) 44−
+(- i ) 86  

2.�다음것을�구하여라.�

1) 225−   2)�―
9
4

−   3)�― 13−   4)�
11
5

−  

α ＝ bia + ＝ bia −  

련 습 문 제 
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3.�다음�방정식을�풀어라． 
1)� x 2 +7=0� � � � � 2)�2 x 2 +6=0�

3)�-5 x 2 -25=0� � � � � 4)�13 x 2 +3=0�

4.�다음�복소수의�공액복소수를�말하고�서로�공액인�두�복소수를�풀이로�가지는 2차
방정식을�만들어라． 
1)� i−1              2)� i32 +                3)� i+− 2                   4)� i21−−  

5.�다음�방정식의�풀이를�판별하고�풀어라． 
1)� x 2 - x-2=0� ��2)� x 2 -2 x+3=0�
3)�2 x 2 + x+1=0� ��4)�3 x 2 +5 x+3=0�

6.�방정식� x 2 + 0=+ bax 의�한�풀이가� i+2 이다.� ba, 를�결정하여라.�

7.�방정식�2x4-3x3+3x2+77x-39=0의�한�풀이가�2-3i이다.�이�방정식의�다른�풀이들을�

구하여라.�

�

1. 복소수의 더하기와 덜기 

알아보기�실수모임에서의�식의�계산규칙에�따라�다음것을�계산해보아라. 
1)�(2+3i)+(-6+2i)� �� 2)�( bia + )+( dic + )�

�

복소수�α= bia + 와�β dic += 의�더하기를�다음과�같이�정의한다.�

�

�

�

복소수의�더하기는�실수부는�실수부끼리,�허수부는�허수부끼리�더하면�된다.�

복소수� bia + 는�두�복소수� ia 0+ 와�0 bi+ 의�합으로�볼수�있다.�

복소수의�더하기에서도�바꿈법칙과�묶음법칙이�성립한다.��

�

�

�

�

�

(7+3 i )+(2- i )=(7+2)+(3-1) i =9+2 i �
(5-0.5 i )+(-0.5+4 i )=(5-0.5)+(-0.5+4) i =4.5+3.5 i  

�

�������5+(-12+ i )+6=(5+6)+(-12+ i )=11+(-12+ i )=(11-12)+ i �
=-1+ i �

(4+ i )+(5-2 i )+(1+2 i )=[(4+ i )+(5-2 i )]+(1+2 i )�
=(9- i )+(1+2 i )=10+ i �

α+β= idbcadicbia )()()()( +++=+++  

α+β=β+α� � � (바꿈법칙)�

(α+β)+γ=α+(β+γ)� (묶음법칙) 

제 2 절. 복소수의 산법 

례� 1�

례� 2



 74�

문 제 

1.�복소수의�더하기에서�바꿈법칙이�성립한다는것을�증명하여라. 
2.�복소수의�더하기에서�묶음법칙이�성립한다는것을�증명하여라. 
3.�다음것을�계산하여라.�

1)� iii +−+ )54(
2
1

� � � 2)�(3-2i)+(3+2i)+(2-3i)+(2+3i)�

4.�다음�식에�맞는� ba, 를�구하여라. 
1)�(a �+3 i )+(0.5-b i )=3-5 i  
2)�(7-b i �)+(a - i )=4-2 i  

3)�-7 i +( bia − )+4(
2
1
-

3
2 i )=� i �

�

복소수의�덜기는�다음과�같이�정의한다.�

두�복소수�α= bia + ,�β= dic + 에�대해서 
biayixdic +=+++ )()( �

에�맞는�복소수�z= yix + 를�복소수�α= bia + 에서�β= dic + 를�던�차라고�부르고�다

음과�같이�표시한다.�

z=α-β 
�

차의�정의로부터 
biaiydxc +=+++ )()(  

,axc =+ � byd =+ �

이로부터 
dbycax −=−= , �

이리하여�두�복소수의�차는�다음과�같다.�

�

�

�

�

(1+2 i )-(3-2 i )=(1-3)+(2-(-2)) i =-2+4 i �

(-9+3 i )- ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i

3
2

3
1

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
19 + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i

3
23 =-9

3
1
+3

3
2 i �

�

α= bia + 일�때 
0-α=(0+0 i )-( bia + )= bia −− �

를�간단히�−α로�표시하면 
α+(-α)=(-α)+α=0�

이라는것을�곧�알수�있다.�

복소수�−α를�복소수�α의�반대수라고�부른다.�

idbcadicbia )()()()( −+−=+−+=− βα
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1)�-5+2 i의�반대수는�5-2 i �

2)�7- i
3
1

의�반대수는�−7+
3
1 i �

�

복소수를�덜�때에는�그�반대수를�더하면�된다.�즉�

�

�

�

�

�

1)�(3−5 i )-(−5+�6 i )=(3−5 i )+(5−6 i )=8−11 i �
2)�−2 i −(2−8 i )=−2 i +(−2+8 i )=�−2+6 i �

Ã

문 제 

1.�다음것을�계산하여라.�

1)�2 i −(−2+3 i )+(6−7 i )��

2)�−0.75− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i

3
2

3
1

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− i

4
1

4
3

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i

6
5

6
1

�

2.�다음�식에�맞는� ba, 를�구하여라.�

1)�-7 i −( bia − )+4+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i

3
2

2
1

= i �

2)�(−7+ai �)− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ib

2
1

=
4
3
−

4
1 i �

3)�(−1−0.5 i )−( bia + )+ i �=�−0.7−1.5 i �
3.� iziz 23,53 21 +−=−= 일�때�다음�식을�만족시키는�복소수�z를�구하여라.�

1)� 21 zzz =+   2)� 21 zzz =−   3)� 21 zzz =− �

4.�z�= bia + 일�때�다음것을�밝혀라.�

1)�z�+ z =2 a    2)�z�− z = bi2 �

5.�임의의�복소수�z에�대하여�다음것을�밝혀라.�

Rez=�
2

zz +
,���Imz=−

2
zz − i �

�

2. 복소수의 곱하기와 나누기 

�

해보기 실수모임에서의�식의�계산규칙에�따라�다음것을�계산해보아라.�

1)�( )54()32 ii +−⋅+   2)� )()( dicbia +⋅+ �

α−β�=�α+(�−β) 
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복소수� bia +=α 와� dic +=β 의�곱하기를�다음과�같이�정의한다.�

�

�

�

�

1)� iiii −=⋅−+⋅+⋅−−⋅=+⋅− 12]5)1(22[]2)1(52[)25()2( �

2)� iii
2
3

2
1

4
3321

2
31

2

+−=
−+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
�

�

복소수의�곱하기에서도�실수모임에서의�곱하기와�같이�바꿈법칙,�묶음법칙,�분

배법칙이�성립한다.�

�

�

�

�

�

�

�

1)� iiiiiiii 106)53(2)53()]1)(1[()1)(53)(1( −=−⋅=−⋅−+=−−+ �

2)�(1 iiiii −−=+−=−− 33))(3 2 �

�

문 제 

1.�복소수의�곱하기에서�바꿈법칙과�묶음법칙이�성립한다는것을�증명하여라.�

2.�복소수에서�더하기와�곱하기에�관한�분배법칙이�성립한다는것을�증명하여라.�

3.�다음�식에�맞는� ba, 를�구하여라.�

1)� ibibia 51)32)(( −=−−    2)� ibiai 2))(5( =+− �

3)� ibiia −=−+ 1)1)(3( �

4.� biaz += 일�때�
22 bazz +=⋅ 이라는것을�밝혀라.�

�

복소수의�나누기는�다음과�같이�정의한다.�

두�복소수� (, dicbia +=+= βα )0≠ 에�대해서�

( biayixdic +=++ ))( �

에�맞는�복소수� yixz += 를� bia +=α 를� dic +=β 로�나눈�상이라고�부르고�다음

과�같이�표시한다.�

β
α

=z �

ibcadbdacdicbia )()()()( ++−=+⋅+=⋅ βα  

βααβ = � � (바꿈법칙)�

)()( βγαγαβ = � (묶음법칙)�

( βγαγγβα +=+ ) �(분배법칙) 
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상의�정의로부터�

biaidxcydycx +=++− )()( �

⎭
⎬
⎫

=+
=−

bdxcy
adycx

�

이것을�풀면��

22 dc
bdacx

+
+

= ,� 22 dc
adbcy

+
−

= �

이리하여�두�복소수의�상은�다음과�같다.�

�

Ã

Ã

Ã

1)� ii
i
i

25
2

25
11

43
4132

43
4231

43
21

2222 +=
+

⋅−⋅
+

+
⋅+⋅

=
+
+

�

2)� ii
i
i

25
17

25
6

)4(3
4233

)4(3
4332

43
32

2222 +−=
−+
⋅+⋅

+
−+
⋅−⋅

=
−
+

�

)0(≠+= biaα 일�때�복소수�
α
1
을�복소수�α 의�거꿀수라고�부른다.�

2222 )())(( babiabiabia +=−=−+=⋅αα �

이므로�복소수�α 의�거꿀수는�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

1)� i23+ 의�거꿀수는� ii
i 13

2
13
3

23
23

23
1

22 −=
+
−

=
+

�

2)� i의�거꿀수는� ii
i

−=
−

= 21
1

�

�

복소수를�나눌�때에는�그�거꿀수를�곱하면�된다.�즉�

�

�

�

�

복소수에서도�0으로의�나누기는�할수�없다.�

i
dc
adbc

dc
bdac

dic
bia

2222 +
−

+
+
+

=
+
+

=
β
α

α
1
�=� 22 ba

bia
+
−

=
αα
α  

� )0(1
≠⋅= β

β
α

β
α
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1)�
i

i
i
i

21
1)53(

21
53

+
⋅−=

+
−

=
5
21)53( ii −

⋅− = ii
5

11
5
7

5
117

−−=
−−

�

2)�
61

65)53(
65

1)53(
65

53 ii
i

i
i

i −−
⋅−=

+−
⋅−=

+−
−

�

=
+−+−−

=
61

)2518()3015( i
− i

61
7

61
45

+ �

�

복소수의�테두리안에서는�실수에서와�같이�0으로의�나누기를�내놓고는�사칙산

법의�결과도�복소수이다.�그리고�산법법칙들도�마음대로�쓸수�있다.�다만�계산하면

서� 2i 이�나오면�그것을�−1로�바꾸면�된다.�

또한�복소수의�테두리안에서는�몇차�방정식이든지�다�풀수�있다는것이�알려

져있다.�그러므로�수모임의�테두리를�넓히는�문제는�복소수모임에�이르러�한�매듭을�

짓게 된다.�

Ã

문 제 

1.�다음것을�계산하여라.�

1)�
i

i
2

35 +−
   2)�

i
i

+
−

1
1

   3)�
i

i
−
+−

2
23
�

2.�다음�식에�맞는� ba, 를�구하여라.�

1)� i
ia

bi
=

+
−3

     2)� i
ba
i 21
32

21
+=

−
−

�

3.�다음것을�계산하여라.�

1)�
i
ii

31
3

5
2

10
1

−
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +     2)�

ii
i

61
4

3
21

+
⋅

+−
�

4.�다음�같기식을�증명하여라.�

1)� βαβα +=+     2)� βαβα −=− �

3)�  αβ =α · β � � � � � 4)� =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β
α

β
α
� 0)( ≠β �

Ã

 
�

1.�다음것을�계산하여라.�

1)� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i

2
11

4
32 + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i

2
13

4
31 − ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i

2
123 �

2)�(� bia + )+( bia 85 + )−( bia 74 −− )�

3)�［( yix + )+( yix 23 − )］−［( yix −− )−( yix 45 − )］�

련 습 문 제
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2.�다음�식에�맞는�실수� yx, 를�구하여라.�

1)� iyxi )2(3)1(253 −+−=−−    2)� yxiyixi 2512543 −+=++ �

3)� iyixi 31)2(2)1( +=+++    4)� biayibax 42)4(32 −=−− �

3.�다음것을�계산하여라.�

1)�5 i (−7 i )     2)�(−7−8 i )(−3 i )�

3)�( )23)(2 2
1

2
1

2
1

ii +−     4)�(−0.1+5 i )(−0.1−5 i )�

5)�
21
25

i
i

+
−

     6)�
1
12

−
−

i
i

�

7)�(3− 2 i )     8)�

2

2
221
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +− i
�

4.�합이�4이고�적이�7+4i로�되는�두개의�복소수를�구하여라.�

5.�α=1+ 3 i일�때� 3

2)2(
α
α+

을�구하여라.�

6.�두�복소수의�합과�적이�모두�실수이면�그�두�복소수는�실수이거나�서로�공액복소

수라는것을�증명하여라.�

7.�i(x+i)4이�실수로�되는�실수�x의�값을�구하여라.�

8.�복소수�z와�z2이�서로�공액복소수일�때�z를�구하여라.�

�

�

�

�

�

1. 복소수평면 

�

실수� a 가� 수축의� 점� Ｍ( a )와 � 1대1로� 대응되는것과� 같이� 복소수�

α= bia + 는�자리표평면의�점�Μ( ba, )와�1대1로�대응된다.�

�

�

�

�

�

�

�

해보기 1)�다음의�복소수를�자리표평면의�점으로�표시하여라.�

2−3 i ,��−3+0.5 i ,��2 i ,��−3.5�
2)�다음의�점에는�어떤�복소수가�대응하는가?�

M(3,2),��N(−1,�3),�P(0,�2),�Q(−3,�0)�

0 
a

M(a) 

그림�3-2

a0

b
y

x

M(a, b)↔a+bi 

그림�3-3

제 3절. 복소수평면 
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복소수는�자리표평면의�점으로,�자리표평면의�점은�복소수로�표시할수�있다.�

�

�

�

�

�

복소수평면에서�실수는� x 축의�점으로,�순허수는� y 축의�점으로�표시된다.�그

러므로� x축을�실축,� y 축을 허축이라고�부른다.�점�O를�원점이라고�부른다.�

앞으로��복소수�α라는�말과�점�α라는�말은�같은것으로�보기로�한다.�

복소수�α= bia + 는�또한�자리표평면에서�이�복소수를�표시하는�점�α를�끝점,�

원점�O를�첫점으로�하는�벡토르와�1대�1로�대응시킬수�있다.�

복소수�α= bia + 에�대응하는�벡토르를�복소수�α의�동경벡토르라고�부른다.�

점�α와�원점사이의�거리�즉�복소수�α= bia + 의�동경벡토르의�길이를�피다고라

스의�정리에�의하여�구하면�

²² ba + �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

복소수�α= bia + 에�대하여�수� ²² ba + 를�복소수�α의�절대값이라고�부르고�|α|

와�같이�표시한다.�즉�

�

�

�

�

����

령�아닌 복소수�α= bia + 의�동경벡토르가� x 축의�

정방향과�이루는�각�θ를�복소수�α의�편각이라고�부

르고�argα와�같이�표시한다.�

Ã

Ã

Ã

Ã

|α|=| bia + |= ²² ba +  

argα=arg( bia + )�=�θ 

자리표평면의�점을�복소수로�볼�때�이�평면을�복소수평면�또는�

가우스평면이라고�부른다.�

그림�3−4�

y 

x a 

b a+bi

O�

그림�3−5

y 

x 

α=a+bi

O

｜α｜ 

θ

그림�3−6�

y 

x 

a+bi 

O a 

b 
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1)�α가�정의�실수이면�argα=0�

2)�α의�허수부가�정인�순허수이면�argα=
2
π
��

3)�α의�허수부가�부인�순허수이면�argα=-
2
π

�

�

복소수�0=0+ i0 에�대해서는�아무런�각이나�다�편각으로�본다.�

그러므로�arg0은�일정하게�정해지지�않는다.��

복소수�α=0은�절대값만으로�정해진다.�

�

Ã
문 제    

Ã

1.�다음�복소수의�절대값을�구하여라.�

1)�− i
2
3

2
1
+ � � � � 2)�−� i

2
3

2
1
− �

3)�4 i � � � � � 4)�−4 i �
2.�다음�복소수의�편각을�구하여라.�

1)�−6 i � � � � 2)�0.25� � � 3)� i
10
11

� �

4)�1�+� i �� � � 5)�1�−� i �
3.�실수의�절대값과�이�실수를�복소수로�보고�계산한�절대값이�서로�같다는것을�밝

혀라.�

4.�그림을�그려서�| bia + |�=�| bia − |라는것을�설명하여라.�

�

�

2. 복소수의 삼각형식 

 

복소수�α= bia + 의�절대값을� r ,�편각을�θ라고�하자.��

그림�3-7에서�곧�알수�있는바와�같이�

� θcosra = ,� θsinrb = �

따라서�복소수�α= bia + 를�다음과�같이�표시할수�있다.� � ������

�

�

�

�

이것을�복소수�α의 삼각형식Ã또는�극형식이라고�부른다.�

그리고� bia + 를�α의�대수형식이라고�부른다.�

대수형식의�복소수를�삼각형식으로�고치려면�

α= r (cosθ+�i�sinθ) 

α=a+bi

argα�

b
r 

a x 

y 

0
그림�3−7�
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r = 22 ba + ,�cosθ=
r
a
,�sinθ=

r
b
�

에�의하여�절대값� r 와�편각�θ를�정하면�된다.�

�

복소수�1+ i를�삼각형식으로�고쳐라.�

�

(풀이)�1+ i의�절대값은�

r �=� 22 11 + = 2 �

편각은�

cos ,
2

1
=θ �

2
1

=θsin 이므로�

4
πθ = �

따라서�1+ i를�삼각형식으로�고치면�

1+ i = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4
n

4
2 ππ

siicos � �

��

순허수� i를�삼각형식으로�고쳐라.�

�

(풀이)� i의�절대값은� r �=�1�이고��편각은��

�
2
πθ = �

따라서� i를�삼각형식으로�고치면�

i �=�cos�
22
ππ

sini+ �

�

문 제 

 
1.�다음�복소수를�삼각형식으로�고쳐라.�

1)�2 i � � � � 2)�−1+ i � � � 3)�2�

4)� i
2
3

2
1
+ � � � 5)�− i

2
3

2
1
+ �

2.�다음�복소수를�대수형식으로�고쳐라.�

1)�2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

44
cos ππ

sini � � � �2)� ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

222
1 ππ

sincos i �

3.�α·α �=�|α |2이라는것을�밝혀라.�

y

x 

i

1 0

1+i 

4

π
2

그림�3−8�

i 

x 

y

0
2

π

그림�3-9�
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3. 삼각형식으로 표시된 복소수의 산법 

Ã

해보기 다음과�같이�삼각형식으로�주어진�두�복소수를�곱해보아라.�또�나누

어보아라.�

α= r 1(cosθ1+ i sinθ1)�,��β= r 2(cosθ2+ i sinθ2)�

�

�

삼각형식의�복소수를�곱할�때에는�절대값들은�곱해지고�편각들은�더해진다.�

�

�

�

��

�

삼각형식의�복소수를�나눌�때에는�절대값들은�나누어지고�편각들은�덜어진다.��

�

�

�

�

�

�

1)� )155545(6 1(
2
1)4 °°°+° +× sincossincos ii �

= )() 60603)]1545(1545([
2
6

°°°+°°+° +=+ sincossincos ii �

�

2)�
)(4
3

4
3

48.0

ππ

ππ

sincos

sincos

i

i

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

��

�

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

33
2.0

4
8.0

3
4

3
4 ππ

π
π

π
π

sincossincos ii �

Ã

문 제 

Ã

1.�다음것을�계산하여라.�

1)� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3366
cos ππππ

sincossin ii ���2)�
θθ

θθθθ
sin3cos3

sinsincos

i
ii

+
++ )22)(cos(

�

2.� )()9 °+°°−° sin13.5cos13.5cos(sin9 ii =A+B� i일�때�A,�B를�구하여라.�

)]()([ 212121 θθθθαβ +++= sincos irr

)]()([ 2121
2

1 θθθθ
β
α

−+−= sincos i
r
r

례� 1�
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복소수의�절대값과�편각은�다음과�같은�성질을�가진다.�

�

�

�

�

�

�

�

성질�1은�인수가�3개이상인�경우에도�그대로�성립한다.�즉�

|||||||| 2121 nn αααααα ⋅⋅⋅= LL �

arg( nn αααααα argargarg +++= LL 2121 ) �

특히�

αααα argarg nnnn == )(,|||| �

이로부터�다음의�복소수의�n제곱공식을�얻는다.(n∈N)�

�

�

�

�

이�공식을�뫄브르의 공식이라고�부른다.�

nz =α인��z를�복소수�α의�n차뿌리라고�부르고�z =� n α 와�같이�표시한다.�

해보기Ã뫄브르의�공식을�리용하여�복소수의�n차뿌리를�구하는�공식을�만들

어보아라.�

�

)sin(cos θθα ir += 일�때�편각에�2π 의�옹근수배를�더하여도�복소수는�달라지

지�않으므로�다음�공식이�나온다.�

�

�

�

�

여기서� n r 는�정수�r의�
n
1
제곱이다.�

복소수�α의�n차뿌리� n α 는�실수의�경우와는�달리�n개의�n차뿌리전부를�표시

한다.�

복소수�1+ i의�4차뿌리를�구하여라.�

(풀이)�1+ i를�삼각형식으로�고치면��

1)�| argβargαarg(αβ) +=⋅= ,||||| βααβ �

2)� ,|
β

α
|

β

α
= ��� argβargα

β

α
arg −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

[ ] )()( θθθθα ninrir nnn sincossincos +=+=

{ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

==
n

ki
n

krzz n
kk

n πθπθα 22
sincos k, =0,�1,…,�n−1 } 

례�2�
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1+ i = 2 (cos
4
π
+ )

4
sin πi �

따라서��

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
+

+
=+ 3,2,1,0,

4

2
4sin

4

2
4cos21 44 k

k
i

k
i

ππππ

��

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 3,2,1,0,

4
2sin

4
2cos

16
sin

16
cos28 kkiki ππππ

�

이제�ω=cos )(
4

2sin
4

2 ii =+
ππ

로�표시하면��

ω k =cos )(
4

2sin
4

2 kikik
=+

ππ
�

1+ i의�4차뿌리를�z k ( k =0,�1,�2,�3)로�표시하면�

z k = )
16

sin
16

(cos28 ππ i+ ω k �

이�4개의�값을�각각�표시하면�

z 0=
8 2 � ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

16
sin

16
cos ππ i �

01 zz = ω1= z0 i �
z2�= z0ω 0

2
0

2 ziz −== �

03 zz = ω iziz 0
3

0
3 −== �

문 제 

1.�다음것을�계산하여라.�

1)�

8

332
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ππ
sincos i �

2)� 5sin30cos30 −°−° )( i ��

2.�복소수�α의�n차뿌리� ,, 10 zz …�, 1−nz 은�복소수평면

에서�원점을�중심으로�하고�반경이�d= n r 인�원둘레

에�내접한�바른�n각형의�정점에�놓인다.�왜�그런가?�

� � �

알아보기�β를�1+ i의�한�4차뿌리라고�할�때�

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+ 3,2,1,0

4
2

4
21 ,4 kii

kππβ sincos �

임을�밝혀라.�

z0�
α�

그림�3-10�

y 

x O�

θ�

zn-1�

z1�z2

n

π2
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복소수� )0(≠α 의�n차뿌리를�구할�때�그의�한�n차뿌리� β 를�알면�다음�공식에�의

하여�나머지�n차뿌리들을�구할수�있다.�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

복소수� )(64 °+° sin135cos135 i 의�3차뿌리를�구하여라.�

�

(풀이)�이�복소수의�3차뿌리를�하나�구하면��

°+°
°

+
°

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5sin5cos
3

135
sin

3

135
cos 444643 ii �

따라서�구하려는�3차뿌리를�z k 로�표시하면��

z k =4(cos °45 + )45°sini ωk,�( =k 0,�1,�2)�

°+°= 120120 sincos iω �

즉Ã3차뿌리는ÃÃ

｛4(cos °45 + )45°sini ,�4(cos °165 + )165°sini ,�4(cos °285 + )285°sini ｝Ã

Ã
문 제    

다음것을�계산하여라.�

1)� 3 8− � � 2)� 3 i �� 3)� 4 1−i � � 4)� 5
6

sin
6

cos ππ i− �

4. 복소수산법의 기하학적의미 

1) 더하기와 덜기 

점�α= bia + ,�β= dic + 의�복소수평면에서의�자리

표는�각각� ( ),, ba � ( )dc, 이다.�

복소수�α의�동경벡토르와�β의�동경벡토르를�이

웃한�두�변으로�하는�평행4변형에서�원점�0에서�나가

는�대각선의�끝점의�자리표는� ba +( ,� )dc + 이다.�이

것은�그림에서�빗선을�친�3각형이�합동이라는데로부

터�곧�나온다.�

=+++=+++ )()()()( dicbiaidbca α+β�

이므로�두�복소수�α와�β의�합�α+β는�복소수�α의�동경벡토르와�β의�동경벡토르

를�이웃한�두�변으로�하는�평행4변형의�대각선의�끝점으로�표시된다.�

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== 1,,1,0,2sin2cos nk

n
i

n
zz

k

kk
n L

ππβα  

α+β�

그림�3−11�
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b 

b+d 

a+c 
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다음�안같기식이�성립한다는것도�곧�알수�있다.�

|α+β|�≤�|α|+|β|�

�

�

�

덜기는�더하기의�거꿀산법이므로�α−β=γ라

고�하면�β+γ=α이므로�복소수�β의�동경벡토르

를�한�변으로�하고�복소수�α의동경벡토르를�대

각선으로�하는�평행4변형의�이웃변의�끝점이�바

로�차�

α−β�

를�표시한다.�

 

2) 곱하기와 나누기 

두�복소수�α와�β의�적�αβ(α≠0,�β≠0)는�복소수�α의�동경벡토르의�크기

를�|β|배하고�argβ만큼�회전시킨�벡토르의�끝점으로�표시된다.�

이것은�복소수의�절대값과�편각의�성질�1)로부터�곧�알수�있다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

이것은�복소수의�절대값과�편각의�성질�1),�2)로부터�곧�알수�있다.�

복소수�α에�복소수�β를�더한다는것은�α를�표시하는�점이�β의�

동경벡토르의�방향으로�그�길이만큼�평행이동한다는것을�의미한다.�

복소수�α에�복소수�β를�곱한다는것은�α의�동경벡토르의�크기를�|β|

배하고�원점을�중심으로�argβ만큼�정방향으로�회전한다는것을�의미한다.�

(그림�3-13) 

그림�3−12�

y 

x O

b ｜α-β｜�

α-β�

α�

β

두�복소수�α와�β의�상�
β
α
(α≠0,�β≠0)는�복소수�α의�동경

벡토르의�크기를��
β
1
배�하고�argβ만큼�부의�방향으로��회전시킨�벡

토르의�끝점으로�표시된다.(그림�3-14) 

θ

그림�3−13�

y 

x O�

α｜β｜�αβ�

α� β�

θ�

β
α

그림�3−14�

y 

x O

α�
β

β
α  

θ
θ
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0�아닌�실수는�모두�정,�부의�부호를�가지며�실수들은�수축에�빈틈없이�늘여

놓을수�있다.�또�실수들은�서로�크고작은�비교를�할수�있다.�

그러나�복소수는�복소수평면에�펴놓이게�되기때문에�정,�부의�부호를�가지게�

하거나�크고작은�비교를�하기�어렵다.�때문에�허수에�대해서는�정,�부의�부호를�말

하지�않으며�허수와�실수,�허수와�허수사이에는�크고작은�비교를�하지�않는다.�

따라서�정수,�부수라고�하면�그것은�실수이며�안같기식이�써있으면�그�두�변

의�값은�실수이다.�

�

ÃÃÃ문 제 

Ã

1.�복소수�α에� i 를�곱한다는것은�α를�표시하는�점을�원점을�중심으로�90°만큼�

정방향으로�회전한다는것을�의미한다.�왜�그런가?�

2.�복소수�α에�다음�수를�곱하는것은�어떤�변환을�의미하는가?�

1)� i+1 � � � � 2)� i
2
3

2
1
+ �

3.�복소수평면에서�점�z1,� z2를�맺는�선분의�가운데점을�구하여라.�

�

�

�

ÃÃ�

1.�다음�복소수를�삼각형식으로�고쳐라.�

1)�z�=� i52 − � � � � � 2)�z�=�
i81

4
+

�

3)�z�=�
22

2
31

2
31

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +− ii
�

2.�다음것을�계산하여라.�

1) ( )[ ] [ ]23 )2020(5252503.0 °+°⋅°+° sincossincos ii �

2)� 2

2

33
3.0

22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ππ

ππ

sincos

sincos

i

i
�

련 습 문 제
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3.�z1,�z2이�복소수일�때�다음의�명제에서�옳은것을�찾아라.�

1)� 21 zz = 이면�z1=±z2� � � 2)� 2
21

2
21 )( zzzz −=− �

3)�
2

21
2

21 )( zzzz −=− � � � 4)� 0,00 21
2

2
2

1 ==→=+ zzzz �

4.� iyix
2
3

2
1,

2
3

2
1

−−=+−= 일�때�다음�식에서�틀린것을�찾아라.�

1)� 177 −=+ yx �� � � � 2)� 155 −=+ yx  

3)� 266 =+ yx      4)� 199 −=+ yx �

5.�다음�명제에서�옳지�않은것을�찾아라.�

1)�a ,�b≠0인�복소수�a+bi의�2제곱은�순허수가�아니다.�

2)�공액이�아닌�두�복소수�z1 ,�  z2에�대하여� 21 zz = 인�z1 ,   z2이 있다. 

3)�복소수� biaz += ( a , b≠0)에서�a, b의�크기가�변하면�z의 편각도�변한다.�

6.� θθ sincos iz += 일�때� ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += n

n

z
z 1

2
1θcosn 이라는것을�밝혀라.�

7.� 21
=+

z
z 일�때� 2

1
z

을�삼각형식으로�표시하여라.�

8.�다음것을�계산하여라.�

1)� 03220322 ′°+′° sincos i �

2)� )31(34 iz +−= �일�때� ?=z �

9.�복소수평면에서�점� i−2 의�동경벡토르를�3배로�늘구고�정의�방향으로� o30 회전

시켜�얻은�점은�어떤�복소수를�표시하는가?�

10.�복소수평면에서� iii 91,32,51 +−++ 를�표시하는�점을�각각�A,�B,�C라고�

하자.�

1)�AB의�길이를�구하여라.�

2)�A�,B�,C가�한�직선에�놓인다는것을�밝혀라.�
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�

�

Ã
1.�다음것을�계산하여라.�

1)� 10032 iiii ⋅⋅⋅⋅ L � � � � 2)� 1023254111

1111
iiii

−+− �

2.�다음�방정식에서�실수� yx , 를�구하여라.�

1)� iyxi )10(100)25(52518 −+−=+ �

2)� ibaxbayiyix )()(64465 −−+=+++ �

3)� iyixyix 3010)2)(2( +=++ �

3.�다음의�조건을�만족시키는�복소수� yixz += 를�정하여라.�

1)� iz =2 �� � � � � 2)� 0)24(42 =+−+− iizz �

4.�다음의�방정식을�풀어라.�

1)� 02962 2 =++ xx � � � � 2)� 0)64)(5( 2 =++ xx �

3)� 0)1069)(2( 22 =+−+ xxx �

5.�복소수� 21 , zz 의�편각이�각각� 21 , θθ 일�때�

=+ 2
21 zz )(||||2|||| 1221

2
2

2
1 θθ −++ coszzzz �

임을�증명하여라.�

6.�z�= i−1 �일�때�

21
z

z − 의�값을�구하여라.�

7.�|α|�=�1,�α＋β≠0일�때�

1
1

=
+
+
βα
βα

�

이라는것을�증명하여라.�

8.�|α|=|β|=|γ|=1일�때�다음�같기식을�증명하여라.�

r
r 111

++=++
βα

βα �

9.�z₁= i+1 ,�z2= 31− i ,�z3= ( )13 −− i 일�때�
3

21

z
zz

의�절대값과�편각을�구하여라.�

10.�복소수평면에서�세�점�A�= i22 + ,�B= i23− ,�C= i−−1 를�정점으로�하는�평행4

변형�ABCD의�정점�D를�표시하는�복소수를�구하여라.�

11.�복소수평면에서�복소수�z1,�z2,  z3을�표시하는�점을�정점으로�하는�3각형의�무

게중심을�구하여라.�

12.� θcos21
=+

z
z 일�때� n

n

z
z 1

+ 을�구하여라.�

복 습 문 제
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13.�복소수의�삼각형식을�써서�다음�식을�계산하여라.�
nn

ii
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−
2

31
2

31
�

14.�어떤�복소수에�복소수�1+2 i를�더하면�그�복소수를�표시하던�점은�어떻게�움직

이는가?�

15.�어떤�복소수에�다음�수를�곱하면�그�복소수를�표시하던�점은�어떻게�움직이는가?�

1)�2 i � � � � � 2)�−2 i �
16.�다음�조건에�맞는�복소수를�표시하는�점�전부는�어떤�도형을�이루는가?�

1)�| ia + |�=�1�� � � 2)�| )1( +− ia |�≤��1�

17.�arg(4+3i)=α,�arg(3+4i)=β일�때�cos2(α+β)의�값을�구하여라.�

18.�x에�관한�방정식�x2+x+m=0이�2개의�허수풀이�α,�β를�가지고� βα − =3을�만

족한다.�실수�m의�값을�구하여라. 

상�식�

100 개

������������S�=�1��+��2�+�…�+�99�+�100�

���������+��S�=100�+�99�+�…�+�2��+��1�

�����������2S�=101�+101�+�…�+101�+101�

19세기�수학의�《왕》–가우스��

도이췰란드�수학자�가우스(1777년-1855년)는�19세기�전반에�변량수학

발전에서�비약을�가져오게�한�당시�수학계의�《왕》이였다.�

가난한�벽돌공의�아들로�태여난�그는�어려서부터�수학에�뛰여난�재능을�

가지고있었다.�그는�3살�때�아버지가�돈계산을�하는것을�옆에서�보고있다가�

틀린것을�발견하여�어른들을�놀라게�하였으며�소학교�3학년�때�선생님이�1부

터�100까지�수들을�전부�합하면�얼마인가고�묻자�즉석에서�5�050이라고�대

답하여�선생님을�깜짝�놀라게�하였다.�

그는�다음과�같이�계산하였다.�

�

�

�

�

�

�

그는�19살의�대학시절에�2�000년동안�론의되여오던�눈금없는�자와�콤

파스에�의한�바른17각형의�그리기문제를�해명하였으며�22살�때�당대의�유명

한�수학자들도�완전히�해명하지�못한�대수학의�기본정리�《모든�n차대수방정

식은�적어도�하나의�복소수풀이를�가진다.》를�증명하였다.�

가우스의�수학연구활동에서는�일련의�특성이�있는데�그것은�순수수학과�

응용수학사이에�유기적인�련관을�지어주었다는것과�그가�쓴�책의�내용이�풍부

하다는것이다.�

�
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제4장.공간도형�

공간에서 직선과 평면 

다면체 

회전체 

투영도 
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Ã

Ã

 
1. 기초명제 

Ã

알아보기 1)�평면도형의�기초명제을�말하여라.�

2)�평면에서�세�점을�지나는�직선이�늘�

있다고�말할수�있는가?��

또�공간에서�세�점을�지나는�평면은�

어떤가?�

�

�

�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã
�

�

한�직선에�놓이는�세�점을�지나는�평면은�무수히�많다.�

�

�

�

�

�

Ã

Ã

Ã

Ã

A
B�

C�

그림�4-1�

 그림�4-2�

 A  B� C�
B C

M

a

α

그림�4-3�

제 1절. 공간에서 직선과 평면 

 
공간도형의 기초명제 

1.�직선의�두�점이�평면에�놓이면�직선은�그�평면에�완전히�놓인다.�

2.�한�직선에�놓이지�않는�세�점을�지나는�평면은�있으며�다만�하나�있다.�

3.�두�평면이�하나의�공통점을�가지면�그�평면들은�그�공통점을�지나는�한�직선에서�

사귄다. 

 

B�

A� C�

α�

A� B�

α�

ℓ⊂α�

A�

α�

β�

ℓ�

α∩β=ℓ�

ℓ 
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직선과�그밖의�한�점을�지나는�평면은�있으며�다만�하나뿐이다.�

(풀이)Ã주어진�직선� a의�두�점�B,�C를�잡자.(그림�4-3)��

그러면�기초명제�2에�의하여�B,�C,�M을�지나는�평면�α는�반드시�하나�있

다.�다음�기초명제�1에�의하여�

a⊂α�

그러므로� a와�M을�지나는�평면은�반드시�하나�있다.��

이때�M과�a는�평면을�결정한다고�말한다.�평면은�평행인�두�직선,�사귀는�두�직

선도�결정한다는것을�증명할수�있다.�

�

그리하여�공간도형의�기초명제로부터�다음과�같은�평면의�결정조건이�나온다.�

�

�

�

�

 

 

알아보기 다음과�같은�자리관계밖에�다른�자리관계가�있는가를�알아보아라.Ã

1.�공간에서�두�직선의�자리관계�

�

 

 
�

�

�

�

2.�직선과�평면의�자리관계�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

평면의 결정조건  

1.�한�직선에�놓이지�않는�세�점�

2.�직선과�그밖의�한�점�

3.�평행인�두�직선�

4.�사귀는�두�직선�

그림�4-5�

α

a 

평면�α에�놓인다(a⊂α)

α�

a 

평행이다(α∥a) 

α

사귄다(a∩α={ }A )

A

a 

그림�4-4�

α�

a

b 

사귄다�

α
b

a

평행이다�

α�

어긴다 a∩b=�

a 
b 

례�
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3.�두�평면의�자리관계�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

문 제 

ÃÃÃ

1.Ã다음의Ã경우들은Ã평면을Ã결정하는가?�Ã
1)Ã세Ã점이Ã주어진Ã경우ÃÃ Ã 2)Ã한Ã직선과Ã한Ã점이Ã주어진Ã경우Ã
3)Ã두Ã직선이Ã주어진Ã경우Ã Ã 4)Ã사귀는Ã두Ã직선이Ã주어진Ã경우Ã

2.�다음의�명제에서�옳은것은�어느것인가?�

1)�직선의�두�점이�어떤�면에�놓이면�직선은�그�면에�완전히�놓인다.�

2)�어떤�두�면이�하나의�공통점을�가지면�그�면들은�그�공통점을�지나는�한�직선

에서�사귄다.�

3)�세�평면�α,�β,�γ가�있다.�평면�α와�β,�β와�γ가�각각�공통점�M을�가지면�

α와�γ도�공통점�M을�가진다.�

3.�한�평면에�놓여있지�않는�네�점은�그것들가운데�어느�세�점도�한�직선에�놓이지않

는다.�왜�그런가?�

4.�한�평면에�놓이지�않는�네�점은�몇개의�평면을�결정하는가?�

5.�두�평행직선과�사귀는�직선은�두�평행직선이�결정하는�평면에�놓인다.�왜�그런가?�

사귀는�두�직선과�각각�다른�점에서�사귀는�셋째�직선은�사귀는�두�직선이�결정하

는�평면에�놓인다.�왜�그런가?�

6.�공간에서�어기는�직선�a, b와�이�직선들에�놓여있지�않는�점�M이�주어졌다.�점�M

을�지나서�a ,  b에�각각�평행인�직선들을�포함하는�평면을�구하여라.�

7.�평면�α에�직선�a와�점�M이�주어지고�α밖에�점�N이�주어졌다.�점�M과�N을�지

나면서�사귐선이�a에�수직인�평면을�구하여라.�

Ã

2. 직선 및 평면의 평행 

알아보기 그림�4-7에서�밑면�BCC1B1을�α,��

옆면�D1DCC1을�β라고�하고�모서리�D1D,�CC1

가�주어졌을�때�

1)�D1D∥α,�α∩β=CC1이면�

CC1∥�DD1이겠는가?�

2)�CC1∥�DD1,�CC1⊂α이면�

DD1∥α이겠는가?�

A

B C 

D 
A1 

B1 C1 

D1 

α

β 

그림�4-7�

그림�4-6�

α 

β 

평행이다 (α∥β ) 

α 

β 

사귄다 (α∩β=a ) 

a 
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그림�4-9�

�

β M�
b 

α

정리 1.�직선� a 가�평면�α 와�평행이고� a 를�지나는�평면� β 와�α 와의�

사귐선이�b 이면� a 는�b 와�평행이다.�

M�

그림 4-10�

a 

b 

c

α�

β�

 
 
 

Ã

(증명)� a ∥b이라고�가정하자.�그러면� a ,b
는�한�평면� β 에�놓이면서�평행이�아

니므로�사귄다. �

이제� a I b =M이라고�하면�점�M은�

평면�α 의�점으로�되므로� a 와�α 는�

공통점�M을�가진다.��

이것은� a //α 라는�조건에�모순된다.�그러므로� a //b 이다.(그림�4-8)��

�

�

�

�

(증명)� a α 라고�가정하자.�

그러면� a 는�α 와�사귄다.��

a I α =M이라고�하면�M은�평면�α 의��

점이고�또� a ,�b 가�결정하는�평면� β 의��

점이므로�α ,� β의�사귐선�b 의�점이다.�

따라서�M은� a ,�b 의�공통점이다.�

이것은� a //b 라는�조건에�모순이다.�

(그림�4-9)�

�

��������한�직선� c에�각각�평행인�두�직선� a ,b 는�서로�평행이다.�왜�그런가?�

(풀이)Ã직선� a 에서�임의의�점�M을�잡고�b 와�M,� c와�M을�지나는�평면을�α , β
라고�하면�α , β 는�M을�지나는�직선에서�사귄다.(기초명제�3)�

이�사귐선을� a 1이라고�하면(그림4-10)�

b // c이므로�b // β (정리�2)�

따라서�b // a 1(정리�1)�

c //b 이므로� c //α (정리�2)�

따라서� c // a 1(정리�1)�

그런데� c // a (조건)이므로� a , a 1은�일치한다.�

(직선밖의�한�점에서�그�직선에�그은�평행선의�

유일존재성)��

그러므로�b // a � �

정리 2.�평면�α 밖에�있는�직선� a 가�평면�α 에�놓여있는�직선�

b 와�평행이면�직선�a 는�평면�α와�평행이다.�

례� 1�

그림�4-8�

M�

a 

b 
α

β
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���������서로�평행인�두�직선� a ,�b 를�각각�지나는�평면�α ,� β 의�사귐선� c는�

a ,�b 와�각각�평행이다.�증명하여라.��

(풀이)Ã a //b 이므로�a// β �

그리고� βαα I,⊂a =c이므로��

a // c �
같은�방법으로�b // c라는것이�증명된다.�

�

두�평행평면� βα , 가�다른�한�평면�γ 와�사귀

는�선� ba, 는�서로�평행이다.�왜�그런가?(그

림�4-11)�

(풀이)Ãα // β ,�α baba // , ⇒== γβγ II 임을�밝

히자.�

사실� α // β ,� α⊂a 이므로� a // β 이고�

ba =⊂ βγγ I, 이므로�정리�1에�의하여�

a //b �

평면� β 에�놓여있는�사귀는�두�직선� a ,b 가�

각각�평면�α 와�평행이면� β 는�α 와�평행이

다.�왜�그런가?�

(풀이)Ãa∥α,�b∥α,�a,�b⊂β,�a���b⇒β∥α임�

을�밝히자.�

사실�β���α라고�가정하면�β 는�α 와�사귄다.�

c=αβ I 라고�하면�정리�1에�의하여��

a//c,�b // c �
이것은�직선밖의�한�점을�지나면서�그�직선에�평행인�직선은�있으며�오직�하

나라는�사실에�모순된다.(그림�4-12)��

따라서� β //α ��

문 제 

1.�다음�명제에서�옳은것은�어느것인가?�

1)�평행이�아닌�두�평면�α,�β가�다른�한�평면�γ와�사귈�때�그�사귐선�a,�b는�평

행이�아니다.�

2)�평행이�아닌�두�평면밖의�한�점을�지나며�그�두�평면에�평행인�직선�a는�있다.�

3)�어기는�두�직선�a,�b밖의�한�점�M을�지나는�평면�α는�직선�a,�b와�사귄다.�

그림 4-12 

β

α

a 
b 

c 

례� 2�

례� 3�

례� 4�

그림�4-11 

β

γ 

b 

a 

α
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2.�두�평행평면�α , β 사이에�끼워있는�평행선분들의�길이는�같다.�왜�그런가?�

3.�점�O에서�사귀는�두�직선� a ,b 와�점�O1에서�사귀는�두�직선� 11, ba 에서� 11 //,// bbaa

이면�∠( ba, )=∠( 11 , ba )이거나�∠( ba, )+∠( 11 , ba )=180°이다.�왜�그런가?�

(여기서�∠( ba, )는�두�직선� a ,�b 사이의�각을�표시한다.)�

4.�한�직선�ℓ에�각각�평행인�두�평면�α ,β 의�사귐선은�ℓ에�평행이다.�왜�그런가?�

5.�두�평면�α와�β가�직선�m에서�사귄다.�CD⊂β,�AB⊂α,�CD//m,�AB∩m=A일�

때�CD와�AB는�어기는�직선임을�증명하여라.�

6.�두�평면�α,�β가�평행이고�직선� a⊂α이다.�평면�β에�직선� a와�평행인�직선�b
를�그려라.�

�

Ã

3. 직선 및 평면의 수직 

Ã

알아보기두�직선� a ,�b 가�어기고있다.�a의�점�O,�

O1에서�b//m1,�b//m2�되게�직선�m1,�m2

를�긋자.�각�θ와�θ′가�같겠는가?�또�a
의�다른�점에서�평행직선을�긋고�생각해

보아라.�

�

�

�

�

�

�

�

직6면체에서�모서리�AD와�A1B1은�어기는�

직선이고�∠(AD,�A1B1)=∠R�

이므로�서로�수직이다.(그림�4-14)�

직선�ℓ이�평면�α 에�놓이는�모든�직선과�수직일�때

ℓ은Ãα 와Ã수직이라고�부른다.�직선�ℓ이�평면�α 와�수직

일�때�ℓ은�α 의�수직선,�그렇지�않을�때�ℓ은�α 의�빗선

이라고�부른다.�

a

b 

m1

m2
θ′ 

θ 

o1

o 

그림�4-13�

두�직선�a와�b가�어길�때�어느�한�직선�a의�한�

점�O를�지나�b에�평행인�직선�m을�그었을�때�생기

는�각�θ를�어기는�두�직선�a, b사이의�각이라고�부

르고�∠(a,�b)로�표시한다.�그리고�∠(�a,  b)=∠R

일�때�a와�b는�수직이라고�부른다.�

a 

m 

b 

o θ 

A

B1�

B�

C�

D

A1

C1
D1�

그림�4-14�

례� 1�
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A�

B�

α β�

그림�4-18�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

평면�α 에�평행광선을�수직으로�비쳤을�때�

평면�α 에�나타난�도형�F의�그림자를�도형�F의��

평면�α 에�던진�바른사영이라고�부르고�

《사영 Fα 》�또는� FP
αr �

와�같이�표시한다.�

이때�평면Ãα 를Ã사영면이라고�부른다.� � �

�

알아보기Ã기둥�BB1의�버팀줄�AB에�태양광선이�

정오에�수직으로�비칠�때�그림자�AB1

이�얻어졌다.�오후� 3시에�그림자가�

AB2로�나타났다.�

1)�∠BAB1과�∠BAB2가운데�어느것

이�큰가?�

2)�AB의�모든�그림자가운데서�AB와�

이루는�각이�제일�작은것은�어느

것이겠는가?�

���������������������������������������������������

�

�

�

�

�

�

�

�

평면에�놓인�한�직선은�그�평면을�두�부분으로�나

눈다.�이때�매�부분을�반평면이라고�부른다.�

평면은�공간을�두�부분으로�나눈다.�마찬가지로�한�

직선에서�나가는�두�반평면도�공간을�두�부분으로나

눈다.�

빗선�ℓ의�평면�α 에�던진�바른�

사영을�ℓ′라고�할�때�ℓ과�ℓ′�

가�이루는�각을�직선�ℓ과�평면���

α 가�이루는�각이라고�부른다.��
 

α O 

ℓ�

ℓ′�

그림�4-15 

O� O

ℓ�

α� α

빗선�

수직선

B2�

A�

B�

B1�

그림�4-17�

그림�4-16 

α

F�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2면각의�모서리에서�임의로�한�점�C를�잡고�C를�지나서�모서리에�수직인�반직선

을�매�면에�그었을�때�이�두�반직선이�만드는�각은�일정하다.�

이�각을�주어진�2면각의 평면각이라고�부른다.�

2면각의�크기는�그�2면각의�평면각의�크기로�표시한다.�

�

직선�ℓ이�평면�α 에�놓여있는�사귀는�두�직선� ba, 와�각각�수직이면�ℓ은�α 와

수직이라는것을�알고있다.�그리고�직선�ℓ이�평면�α 와�수직이면�ℓ을�지나는�평면� β
가�α 와�수직이라는것도�알고있다.��

이�명제의�거꿀명제도�성립한다.�즉�두�평면� βα , 가�수직이면� β 의�점�A에서�α
에�그은�수직선은� β에�포함된다.�

사실�만일�수직선이� β 에�포함되지�않는다고�가정하면� β 에서�점�A를�지나�사귐

선�ℓ에�수직선을�그었을�때�그것은�평면�α 와�수직이여서�결국�A를�지나며�α 에�수

직인�직선이�둘이라는�모순이�생긴다.�

�알아보기�기둥�AC에�버팀줄�AB가�그림과�같이�있

다.�땅바닥에�태양광선이�수직으로�비칠�

때�버팀줄의�그림자�BC가�얻어졌다.�점�B

에서�버팀줄에�수직인�직선�a는�그림자�BC

에도�수직이겠는가를�생각해보아라.�거꾸

로�그림자에�수직인�직선�a는�버팀줄에도�

수직이겠는가를�생각해보아라.��

a

A

B
C

그림�4-19�

두�평면이�이루는�2면각의�평면각을�

두Ã평면사이의Ã각이라고�부른다.�

두�평면사이의��각이�직각일�때��

두Ã평면은Ã서로Ã수직이라고�부른다.�
 

α�

β

한�직선으로부터�나가는�2개의�반평면

과�그사이에�낀�공간부분을 2면각이라고�부

른다.�여기서�공통직선을�2면각의�모서리,�

반평면을��2면각의�면이라고�부르고�모서리

가�AB이고�면이�α,�β인�2면각을�《2면

각�AB》�또는�《2면각�αABβ》와�같이�

표시한다.�

A

B

α
β

β�

θ�
α

A B�C�
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�

�

�

(증명)�b 의�한�점�A에서�α에�그은�수직선의�

밑점을� 1A 이라고�하면� 1A 은� 1b 에�놓인다.��

(그림�4−20)�

ab ⊥ (조건)이고� α⊥1AA 이므로�

a⊥1AA �

따라서� a는�b 와� 1AA 이�결정하는�평면�

β 와�수직이다.�그러므로� a는� β 에�놓여�

있는�직선� 1b 과�수직이다.�즉�

1ba⊥ �

�

�

�

�

이것은�정리�3을�증명할�때와�꼭같은�방법으로�증명할수�있다.�

이�정리들을�세 수직선의 정리라고�부른다.�

�

������평면�α 의�한�점�M을�지나며�α 에�수직인�직선을�구하여라.�

(풀이)�평면�α 에서�점�M을�지나는�수직인�두�직선� ba, 를�정한다.�평면�α 밖

에�임의로�한�점�P를�잡고� a 와�P를�지

나는�평면� β 를�얻는다.� β 에서�점�M을�지

나며� a에�수직인�직선� c를�구한다.��

사귀는�두�직선� cb, 가�결정하는�평면�γ

에서�점�M을�지나며�b 에�수직인�직선� d

를�구한다.� d 는�구하려는�수직선이다.�

(그림�4−21)�

사실� caba ⊥⊥ , 이므로� γ⊥a �

따라서� da⊥ 이다.�

그리고� db⊥ 이고� α⊂ba, 이므로��

α⊥d �

그림 4−20�

A�

A1�

β 

a

b 

b1 

α 

그림�4−21 

M�

d

a 

b

c 
P�

α

β�

γ�

례� 2�

정리 3.�사영면�α 에�놓인�직선�a가�빗선�b 와�수직이면�직선� a는�빗선의�

바른사영� 1b 과도�수직이다. 

정리 4. 사영면�α 에�놓인�직선� a가�빗선�b 의�바른사영� 1b 와�수직이면�직선�

a는�빗선�b 와도�수직이다. 
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평면�α 의�한�점을�지나며�α 에�수직인�직선은�있으며�오직�하나뿐이

다.�왜�그런가?�

(풀이)Ã그러한�직선이�있다는것은�례�2에서�밝혀

졌다.�

이제�그러한�직선이�둘�있다고�가정하고�

그것을�ℓ,ℓ1이라고�하자.�ℓ,ℓ1을�지�

나는�평면� β와�α 와의�사귐선을� a라고��

하면� (∠ ℓ,�a)= (∠ ℓ1,�a) R∠= 이므로�

ℓ,�ℓ1는�일치한다.�이것은�가정에�모순된다.�

�

ÃÃÃÃÃÃÃ평면�α 에�수직인�두�직선�m,�n은�서로�평행이다.�왜�그런가?�

(풀이)�m�//�n이라고�가정하자.�

m,�n이�한�평면에�놓이는�경우�m,�n은�사귄다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

△PAB에서�∠PAB=∠PBA=∠R이므로�이�3각형의�아낙각의�합은� °180 보

다�크다.�이것은�모순이다.��

m,�n이�한�평면에�놓이지�않는�경우�m,�n은�어긴다.�m과�B를�지나는�평

면� β 는�α 와�수직이고�n은�α 와�점�B에서�사귄다.�결국�점�B를�지나며�

α 에�수직인�n이�점�B를�지나며�α 에�수직인�평면에�포함되지�않는다는�모

순이�생긴다.�

이리하여�m//n이라는것이�밝혀졌다.�

�

������직선�ℓ이�서로�평행인�두�평면� βα , 가운데

서�하나에�수직이면�다른것에도�수직이다.�왜�

그런가?�

(풀이)�직선�ℓ을�지나는�평면�γ 가� βα , 와�사귀는�선

을�a ,� 1a 라고�하고�ℓ을�지나는�다른�한�평면�δ
가� βα , 와의�사귐선을� 1, bb 라고�하자.�

α⊥ℓ 이면� βα //,, ba ⊥⊥ ℓℓ 이므로�

11 //,// bbaa �

a b 

a1 b1 

α

β

γ�δ�

그림�4-24�

례� 3�

례� 4

례� 5�

그림�4−22 

a 

α

β 

ℓ� ℓ1�

그림�4−23

A� AB B

P�

m n m

α� α

n 
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따라서� 11 , ba ⊥⊥ ℓℓ �

이리하여� β⊥ℓ ��

�

ÃÃÃÃÃÃÃÃ바른6면체�ABCDA 1B 1C 1D 1에서�옆모서리�AA 1과�CC 1의�가운데점을M,�

N이라고�하면�DB 1 ⊥MN이다.�왜�그런가?�

(풀이)�직6면체의�옆모서리들은�밑면에�수직이므로�

서로�평행이다.(그림�4−25)�

따라서�� AA 1//CC 1��

그리고�두�밑면은�모서리에�수직이므로�서

로�평행이다.�따라서�AA1,CC1를�지나는�평

면이�두�밑면과�사귀는�선은�서로�평행이다.�

즉�AC�//�A 1C 1�

또한�AA 1이�밑면과�수직이므로��

AA 1 ⊥A 1C 1�

이리하여�AA 1C 1C는�직4각형이라는것을�알수�있다.�MN은�직4각형

AA 1C 1C의�중간선이므로�

MN//A 1C 1,�D 1B 1 ⊥A 1C 1,�D 1B1=사영밑면DB 1이므로�DB 1 ⊥A 1C 1�

따라서� MN⊥DB 1�

�

�������2면각의�한�면의�점으로부터�2면각의�모서리까지의�거리는�다른�면까지

의�거리의�2배와�같다.�이�2면각의�평면각을�구하여라.�

(풀이)�2면각�α AB β 의�면�α 의�점�M으로부터�모서리�AB까지�거리가�MN이면�

β 까지의�거리�MH의�2배라고�하자.(그림4−26)�

그러면�MN ⊥ AB,�HN=사영 β MN이므

로�HN⊥AB(세�수직선의�정리)�

따라서�∠MNH는�2면각의�평면각이다.��

MH⊥ β이므로�MH⊥HN�

따라서�Δ NMH는�직3각형이고�
2
1

=
MN

MH

이므로�∠MNH�=� °30 �

��

��������평면�α 와�각�θ 를�이루는�평면� β 에�놓여있는�Δ ABC를�α 에�바른사영

하여�Δ A 1B 1C 1을�얻었다.�이때�S(Δ A 1B 1C 1)=S(Δ ABC)cosθ 라는것

을�밝혀라.�

그림�4−25 

A B�

CD

A1� B1�

C1�
D1�

M

N

α�

A

그림�4−26 

B

H�N

M�

α

β�

례� 6�

례� 7�

례� 8�
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(풀이)Ã평면� βα , 의�사귐선을�ℓ,�평면�AA1B1B,�AA1C1C가�ℓ과�사귀는�점을�각각�

M,�N이라고�하자.�A에서�ℓ에�수직선�AH를�긋고�H와�A 1을�맺으면�

A1H=사영 α AH,�AH⊥ℓ이므로�A1H⊥ℓ�

Ｓ(△A1MN)=
2
1
MN·A1H= 2

1
MN·AH·cosθ =S(△AMN)cosθ �

따라서�S(Δ B1MN)=S(Δ BMN)cosθ 이고�

S(Δ A1B1N)=S(Δ A1MN)−�

S( Δ B1MN)=S( Δ AMN)cosθ
−S(Δ BMN)cosθ �

=[S(Δ AMN)−S(Δ BMN)]�

cosθ =S(Δ ABN)cosθ �

즉��

S(Δ A1B1N)=S(Δ ABN)cosθ �

그러므로�만일�BC//ℓ이면�

S(Δ B1C1N)�=�S(Δ BCN)cosθ �

이로부터�BC//ℓ이면�

S(Δ A 1B 1C 1 )=S(Δ A1MN)−S(Δ B1MN)−S(Δ B1C1N)�

=S(Δ AMN)cosθ -S(Δ BMN)cosθ -S(Δ BCN)cosθ �

=S(Δ ABC)cosθ �

BC //ℓ이면� //CB 11 ℓ,�AH 111 CBHA , BC ⊥⊥ 이므로�AH와�직선�BC와의�

사귄�점을�L,�이�점의�바른사영을�L 1이라고�하면�

θθθθ cosALLH)cos(AHLHcosAHcosHLHALA 1111 ==== --- �

이고�

S( θALcosBC
2
1LACB

2
1  )CBA 1111111 ⋅=⋅=Δ =S(Δ ABC)cosθ�

 

문 제 

1.�직선�m,�n과�평면�α,�β가�있다.�다음의�명제에서�옳은것을�갈라내여라.�

1)�m⊥α,�n⊥β,�m // n�→�α // β�

2)�m⊥α,�n⊥β,�m⊥n�→α⊥β�

3)�m� //α,�α⊥β�→�m⊥β�

4)�α⊥β,� m⊥β�→�m // α�

2.�평면�α,�β가�직선�ℓ에서�사귄다.�사귐선�ℓ의�한�점�M을�지나며�평면�α,�β

에�놓이는�두�반직선�a,�b사이의�각이�취하는�범위는�아래의�어느�경우인가?�

1)�［0°,�90°)�� 2)（0°,�90°］� � 3)［0°,�90°］�

4)�(0°,�180°)�� 5)［0°,�180°］� � 6)�가늠할수�없다.�

그림�4-27

A

B
CA1

B1� C1�

H� N�M�

α�
β�

θ�

ℓ�
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3.�평면�α 와�그밖의�한�점�M이�주어졌다.�M을�지나며�α 에�수직인�직선을�그려라.�

4.�세�직선� cba ,, 가�평면�α에�놓여있다.�직선�m은� ba, 와는�수직이고� c와는�수

직이�아니다.�다음것을�밝혀라.�

1)�a와�b의�자리관계� � � 2)�m과�α의�자리관계�

5.�한�직선이�평면�α 에�놓여있는�다음과�같은�두�직선과�각각�수직일�때�그�직선과

평면은�서로�수직인가?�

1)�3각형의�두�변�� 2)�제형의�두�밑변� � 3)�원의�두�직경�

6.�두�평행평면가운데서�하나에�수직이�아닌�직선은�다른것과도�수직이�아니다.�왜�그

런가?�

7.�□ABCD의�대각선의�사귐점�O를�지나면서�4각형평면과�사귀는�선분�OM을�

MA=MC,�MB=MD�되게�그었다.�이때�OM은�4각형평면에�수직이라는것을�밝

혀라.�

8.�직선�ℓ이�평면�α 와�점�O에서�사귀였다.�ℓ과�α 가�이루는�각을�θ라고�하자.�α
에서�O를�지나는�임의의�직선을�ℓ₁이라고�하면�∠ (ℓ,�ℓ₁)≥θ이라는것을�증

명하여라.�

9.�2면각�α ABβ안의�한�점�M에서�α ,β에�그은�수직선분의�길이는�같다.�점�M에

서�모서리�AB에�그은�수직선은�이�2면각을�2등분한다.�왜�그런가?�

10.�빗변이�AB=9㎝인�두�직2등변3각형�ABC와�ABC1이�서로�수직으로�사귀였다.�CC1을�

구하여라.�

�

Ã

�

�

1.�점�A에서�사귀는�두�직선이�있다.�점�A가�아닌�점을�지나면서�이�직선들과�동시

에�사귀는�모든�직선들은�한�평면에�놓인다.�왜�그런가?�

2.�주어진�직선밖의�한�점을�지나면서�이�직선과�사귀는�모든�직선들은�한�평면에�놓

인다.�왜�그런가?�

3.�직선�AB와�CD가�한�평면에�놓여있지�않으면�직선�AC와�BD도�한�평면에�놓여있

지�않다.�증명하여라.�

4.�어느�네�점도�한�평면에�놓여있지�않는�6개의�점은�몇개의�평면을�결정하는가?�

5.�세�평면�α,β,γ가�하나의�공통점�A를�가진다.�이�세�평면의�자리관계를�밝

혀라.�

6.�어기는�두�직선� ba, 와�이�직선에�있지�않는�점�O가�주어졌다.�O를�지나며� ba,
에�평행인�평면을�구하여라.�

7.�두�평면�α ,�β가�평면�γ와�각각�평행이면�α ,�β는�서로�평행이다.�증명하여라.�

8.�평면�α // α 1,�β 1//β 이고�직선�c,�c 1 이�α Iβ=c,�α I1 β 1=c 1이면�c 1//c 이라

는것을�증명하여라.�

9.�직선�a에서�사귀는�두�평면과�평면�α 와의�사귐선이�서로�평행이면�이�두�평면의�사

귐선� a는�α 와�평행이다.�왜�그런가?�

련 습 문 제 
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10.�다음������에�맞는것을�써넣어라.�

세�평면이�α⊥β,�γ⊥β일�때�공간은����일�때����개의�부분으로�나누인다.�

(α⊥γ,�α∥γ인�경우로�갈라서�고찰하여라.)�

11.�평면�α // β이고�α 에�놓인�□ABCD의�정점들을�각각�지나는�평행직선들이�β

와의�사귐점을�A1,�B1,�C1,�D1이라고�하면�A1B1C1D1은�평행4변형이다.�증명하

여라.�

12.�점�O를�지나는�세�직선� cba ,, 가�둘씩�서로�수직이면�이�직선들이�둘씩�결정

하는�세�평면�α,�β,�γ는�둘씩�서로�수직이다.�왜�그런가?�그�거꿀도�성립하

는가?�

13.�직선�ℓ에서�서로�수직으로�사귀는�두�평면�α,β가�있다.�이�평면들밖의�한�점

A에서�α,�β에�그은�수직선의�밑점을�P,�Q,�사귐선�ℓ에�그은�수직선의�밑점

을�R라고�하면�4각형�APRQ는�직4각형이다.�증명하여라.�

14.�어기는�두�직선� ba, 와�거기에�놓여있지�않는�점�A가�주어졌다.�점�A를�지나며�

직선� ba, 와�사귀는�직선을�구하여라.�

15.�서로�수직인�두�평면에�각각�점�P,�Q가�있다.�이�점으로부터�평면의�사귐선까지의�

거리는�PP₁=14㎝,�QQ₁=7㎝이다.�PQ=21㎝�일�때�P1Q1을�구하여라.�

16.�공간에서��

1)�네�점이�한�평면에�있지�않는다면�이�네�점에서�어떤�세�점도�모두�한�직선에�있

지�않다.�

2)�두�직선이�공통점을�가지지�않는다면�이�두�직선은�서로�다른�평면에�있는�직선

이다.�

이�두�명제에서�거꿀명제가�옳은�명제로�되는것은�어느�경우인가?�

�

�

Ã

Ã

1. 각기둥 

Ã

Ã

다면체를�이루는�다각형을�그�다면체의�면,�면들이�사귀는�공통변을�모서리,�모

서리들의�사귐점을�정점이라고�부른다.�

한�면에�들어있지�않는�두�정점을�맺는�선분을�그�다면체의�대각선이라고�부른다.�

다면체의�임의의�두�점을�맺는�선분이�늘�다면체에�들어있을�때�그�다면체를�볼

록다면체,�그렇지�않으면�오목다면체라고�부른다.�

몇개의�다각형으로�둘러막힌�공간의�부분을�다면체라고�부른다.�

제 2절. 다 면 체 
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�

�

�

�

�

�

�

다

면체라고�하면�볼록다면체를�말하는것으로�한다.�

면이�n개인�다면체를�n면체라고�부른다.�

다면체에서�면의�수가�가장�적은것은�4면체이다.�

따라서�n면체라고�할�때�n≥4이다.�

다면체가운데서�모든�면들이�합동인�바른다각형이고�매개�정점에서�나가는�모서

리의�수가�같은�다면체를Ã바른다면체라고�부른다.�

바른다면체에는�바른4면체,�바른6면체,�바른8면체,�바른12면체,�바른20면체�다

섯가지만�있다.�

�

�

�

여기서�평행인�두�면을�각기둥의 밑면,�한�직선에�평

행인�면들을�각기둥의 옆면이라고�부른다.�

두�옆면의�공통변을�각기둥의�옆모서리,�두�밑면

사이의�거리를�각기둥의Ã높이라고�부른다.�

밑면의�변이�n개인�각기둥을�n각기둥이라고�부

른다.�

두�밑면이�다각형�ABCDE,�A1B1C1D1E1인�각기

둥을�각기둥�ABCDE−A1B1C1D1E1과�같이�표시한다.�

각기둥은�다음과�같은�성질을�가진다.��

�

�

�

�

Ã

(증명)Ã1)�직선�ℓ에�각각�평행인�두�평면�α,β의�사귐선은�ℓ과�평행이다.��

이로부터�

ℓ ,//AA1 �ℓ L,//BB1 ,ℓ 1EE// �

따라서�AA₁//BB₁//�…�//EE₁�

두�면은�평행이고�다른�면들은�모두�한�직선에�평행인�다면체를�

각기둥이라고�부른다. 

그림�4-29 

높

이

A

B C�

D�

E�

E1�A1

B1 C1�

D1�

옆

면

옆

모

서

리�

밑면�

그림�4−28

오목다면체 

대각선 

면 
모서리 

정점 

볼록다면체

정리 1. 1)�옆모서리들은�서로�평행이다.�

2)�옆면들은�평행4변형이다.�

3)�두�밑면은�합동이다. 
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2)�AA₁//BB₁이고�두�평행평면�ABCDE,�A1B1C1D1E1이�다른�한�평면

AA 1B 1B와�사귀여�생긴�사귐선�AB와�A 1B 1은�평행이다.�따라서�옆면�

AA 1B 1B는�평행4변형이다.��

다른�옆면들에�대해서도�마찬가지로�증명된다.�

3)�옆면들이�평행4변형이므로��

AB // 11BA ,�BC // 11CB ,�…,�EA // 11AE �

따라서��

∠ABC=∠A 1B 1C 1,�∠BCD=∠B 1C 1D 1,�…,�∠EAB=∠E 1A 1B 1�

따라서�두�다각형�ABCDE와�A 1B 1C 1D 1E 1에서�대응하는�변과�각들이�각

각�같으므로�합동이다.�

�

옆모서리가�밑면에�수직인�각기둥을�직각기둥,�수직이�아닌�각기둥을�빗각기둥이라

고�부른다.�

특히�밑면이�바른다각형인�직각기둥을�바른각기둥이라고�부른다.�

각기둥에서�한�옆면에�놓이지�않은�두�옆모서리를�지나는�평면의�자름면을�그�각

기둥의�대각선면이라고�부른다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ã

�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

탐�구�

3각기둥에서�정점수�-�모서리수�+�면의�수=2인가를�알아보아라.�

변의�수�n 에�대하여�수학적귀납법을�써서�모든�각기둥에서�

정점수�-�모서리수�+�면의�수�=�2�

라는것을�증명할수�있는가?�

n 각기둥을�n-1각기둥으로�넘기고�생각한�다음�다시�n 각기둥으로�

넘기면서�정점수�–�모서리수�+�면의�수를�계산하여라.�

그림�4-30 

빗각기둥� 직각기둥� 바른각기둥�
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문 제 

�

1.�다음것은�어떤�도형인가?�

1)�직각기둥의�옆면� � � � 2)�바른각기둥의�옆면�

2.�빗각기둥의�대각선면은�평행4변형이고�직각기둥의�대각선면은�직4각형이다.�왜�그

런가?�

3.�각기둥을�밑면에�평행인�평면으로�자르면�자름면은�밑면과�합동이다.�증명하여라.�

4.�각기둥을�옆모서리에�평행인�평면으로�자르면�자름면은�평행4변형이다.�증명하여라.�

5.�다음�명제에서�옳은것은�어느것인가?.�

1) 옆면들이�다�직4각형이며�린접한�두�옆면사이의�각이�다�같은�각기둥은�바른

각기둥이다.�

2) 밑면에�평행인�임의의�자름면이�밑면과�합동이면�그�도형은�각기둥이다.�

3) 3각기둥의�임의의�자름면은�3각형과�4각형이다.�

4) 4각기둥의�대각선면은�6개이다.�

6.�빗3각기둥의�옆모서리의�길이는�8,�옆모서리와�밑면이�이루는�각은�60 °,�매�옆모서

리사이의�거리는�각각�3,�4,�5이다.�이�각기둥의�체적�및�겉면적을�구하여라.�

Ã

2. 평행6면체 

�

�

�

평행6면체가운데서�옆모서리가�밑면에�수직인것을�직평행6면체,�수직이�아닌것을�

빗평행6면체라고�부른다.�

특히�밑면이�직4각형인�직평행6면체를�직6면체라고�부른다.��

바른6면체는�모서리들이�다�같은�직6면체이다.�

정리�1에�의하여�평행6면체는�다음과�같은�성질을�가진다.�

①�평행6면체의�모든�면은�평행4변형이다.�

②�직평행6면체의�옆면들은�직4각형이다.�

③�직6면체의�모든�면은�직4각형이다.�

④�바른6면체의�모든�면은�합동인�바른4각형이다.�

�

평행6면체는�이밖에도�다음과�같은�성질을�가진다.�

�

�

�

�

밑면이�평행4변형인�각기둥을�평행 6 면체라고�부른다.�

정리 2.�1)�맞은�면들은�평행이며�합동이다.�

2)�대각선들은�모두�한�점에서�사귀고�그�

점에서�2등분된다. 
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(증명)�1)�정리�1에�의하여�두�밑면은�평행이며�합동인�평행4변형이다.�

맞은면들을�고찰하자.�AA 1D 1D와�BB1C 1C에서��

AA 1//BB 1,�AD//BC�이므로��

면�AA 1D 1D�//�면�BB 1C 1C,�∠A 1AD=∠B 1BC�

그리고�AA 1=BB 1,�AD=BC이므로��

□AA 1D 1D≡□BB 1 C 1C�

마찬가지로�맞은면�AA 1B 1B와�DD 1C 1C가�평행이며�합동이라는것을�밝

힐수�있다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2)�AD와�B1C1은�각각�A1D1과�평행이므로�ADC1B1은�한�평면에�놓인다.�

이�4각형에서�AD //A 1D 1 // B 1C 1이므로�4각형�ADC 1B 1은�평행4변형

이다.�따라서�대각선�AC1과�DB1은�사귐점�M에서�2등분된다.�

마찬가지로�4각형�ABC 1D 1도�평행4변형이고�대각선�BD1은�대각선�AC1

의�가운데점�M을�지나고�그�점에서�2등분된다.�

결국�대각선�AC1,�DB1,�BD1은�한�점�M에서�사귀며�그�점에서�2등분

된다.�

마찬가지로�대각선�A1C가�점�M을�지나며�그�점에서�2등분된다는것을

밝힐수�있다.�

�

ÃÃÃÃÃÃÃÃ평행6면체를�그림�4-33과�같은�평면으로�자르면�자름면은�평행4변형

이다.�증명하여라.�

(증명)�맞은면�ABCD와�A1B1C1D1은�평행�

(정리�2)이므로�자름면�γ와의�사귐선�

KN//LM� � (1)�

또한�맞은면�AA 1B 1B와�DD 1C 1C

는�평행(정리�2)이므로�자름면�γ와
의�사귐선�KL//NM� (2)�

따라서�(1),�(2)로부터��

자름면�KLMN은�평행4변형이다.�

그림�4−33 

A1 B1�

A
B�

CD N

K
M�

L

D1

C1�

γ

례�

그림�4−31

A�
B

CD�

D1�

A1� B1�

C1

그림�4−32

A
B�

C�D

D1

A1 B1�

C1�
MM
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문 제 

1.�모임M=｛바른4각기둥｝,�N=｛직4각기둥｝,�P=｛직6면체｝,�Q=｛직평행6면체｝

이다.�다음�모임들사이의�관계에서�옳은것은�어느것인가?�

1)�M⊂P⊂N⊂Q����2)�M⊂P⊂Q⊂N���3)�P⊂M⊂N⊂Q���4)�P⊂M⊂Q⊂N�

2.�직6면체의�대각선의�길이는�모두�같다는것을�밝혀라.�

3.�직평행6면체의�밑면의�두�변은�6cm,�8cm이고�그사이의�각은�60°이다.�이�직평행

6면체의�높이가�3cm일�때�대각선면의�면적을�구하여라.�

4.�직평행6면체의�밑면의�두�변은�3cm,�4cm이고�그사이의�각은�30°이다.�이�직평행

6면체의�높이가�6cm일�때�대각선의�길이를�구하여라.�

5.�직평행6면체의�밑변의�두�변은�2cm,�5cm,�밑면의�작은�두�변사이의�거리는�4cm,�

옆모서리의�길이는� 22 cm이다.�이�직평행6면체의�대각선의�길이를�구하여라.�

6.�바른6면체의�한�모서리는�a이다.�한�정점으로부터�대각선까지의�거리를�구하여라.�

7.�바른6면체� D C B AABCD ′′′′ 에서�모서리� DAD,DDC,C B,BBAB, ′′′′′′ 의�가운

데점을�각각�L,�M,�N,�P,�Q,�R라고�할�때�6각형�LMNPQR는�바른6각형임을�증

명하여라.�

�

3. 각뿔과 각뿔대 

Ã

�

�

�

여기서�다각형을�각뿔의�밑면,�한�점을�각

뿔의�정점,�3각형들을�각뿔의�옆면,�정점과�밑

면의�정점들을�맺는�선분들을�각뿔의�옆모

서리,�정점에서�밑면까지의�거리를�높이라고�부

른다.�

정점이�S이고�밑면이�다각형�ABCD…E인

각뿔을�각뿔�S−ABCD…E와�같이�표시한다.�

밑면의�변이�n개인�각뿔을�n각뿔이라고

부른다.�

밑면이�바른다각형이고�옆모서리의�길이

가�모두�같은�각뿔을�바른각뿔이라고�부른다.�

각뿔의�정의로부터�각뿔의�밑면은�다각형이고�옆면은�3각형이다.�

다각형과�다각형평면밖의�한�점을�다각형의�정점들과�맺어서��

얻은�3각형들을�면으로�하는�다면체를�각뿔이라고�부른다. 

그림 4−34 

A

B C�

D�

밑면

E

O

정점�

높이� 옆면�

옆모서리�

S�
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�

�

�

�

여기서�평행인�두�면을�각뿔대의 밑면,�나

머지�면들을�각뿔대의�옆면,�두�밑면사이의�거

리를�각뿔대의�높이라고�부른다.�

n각뿔로부터�얻어지는�각뿔대를�n각뿔대,�바

른각뿔로부터�얻어지는�각뿔대를 바른각뿔대라

고�부른다.�

밑면이�ABCD…E�,�A1B1C1D1…E1인�각뿔

대를�각뿔대�ABCD…E�-�A1B1C1D1…E1과�같이�

표시한다.�

알아보기�3각뿔을�밑면에�평행인�평면으로�자르면�자름면은�밑면의�모양과�같은

가?�또�4각뿔일�때는�어떤가?�

�

�

�

�

�

Ã

(증명)�각뿔�S−ABCD…EF를�밑면에�평행인�평면으로�잘랐을�때�자름면을�

A1B1C1D1…E1F1이라고�하자.��

정점�S에서�밑면과�자름면까지의�거리를�각각�SO,�SO1라고�하자.��

1)�자름면∥밑면이므로�이�면들과�옆면의�사귐선들은�서로�평행이다.�

즉�AB∥A1B1,�BC∥B1C1�,�CD∥C1D1�,…,�EF∥E1F1�

따라서�� �

∠A�=∠A1,�∠B=∠B1,�∠C=∠C1,�…,�∠F�=∠F1�

그러므로��

다각형�ABCD…EF�∽�다각형�A1B1C1D1�…�E1F1��

2)�1)로부터��

EF)S(ABCD
)FEDCBS(A 111111

L

L
�=�

2
11

AB
BA

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

� (1)�

그런데�△OAB∽△O1A1B1이므로��

각뿔을�밑면에�평행인�평면으로�자를�때�밑면과�자름면사이의�

부분을�각뿔대라고�부른다. 

그림 4−35 

B

A

C�
D�

E

A1

B1� C1�
D1�

E1�

O�

O1�

정리 3.�각뿔을�밑면에�평행인�평면으로�자르면�

1)�자름면은�밑면과�닮은�다각형이다.�

2)�자름면과�밑면의�면적의�비는�정점으로부터�그�면까지의�

거리의�2제곱과의�비와�같다. 
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AB
BA 11 =

OA
AO 11 �

이고�△SAO에서�A1O1∥AO이므로�

OA
AO 11 �=�

SO
SO1 �

따라서�

AB
BA 11 �=�

SO
SO1 � ������(2)�

(1)과�(2)로부터�
2

1111111

S0
S0

EF)S(ABCD
)FEDCBS(A

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

L

L
�

�

��������바른각뿔의�높이는�밑면인�바른다각형의�중심을�지난다.�증명하여라.�

(풀이)�바른각뿔�S−ABCD…EF에서�높이를�SO라고�하면�직3각형�SAO,�직3각

형�SBO,�직3각형�SCO,�…�,�직3각형�SFO에서�

SA=SB=SC=SD=�…�=SE=SF,�SO�:�공통변이므로�

직3각형�SAO≡직3각형�SBO≡직3각형�SCO≡�…�≡직3각형�SFO�

따라서�

AO=BO=CO=�…�=FO�

결국�O는�바른다각형�ABC�…�EF의�중심이다.�

�

���������각뿔대� FEDCBAFEDCBA 111111 LL − 에서��

111111 AFFA,,CBBC,BAAB ∥∥∥ L  

(두�평행인�밑면들의�옆면과의�사귐선)이므로�옆면�AA1B1B�,�BB1C1C,�…,�

FF1A1A는�제형이다.�

ÃÃÃÃÃÃÃÃ각뿔의� 밑면은� 평행4변형인데� 그� 변들은� 3㎝,� 7㎝이고� 한� 대각선은�

6㎝이다.�각뿔의�높이는�4㎝인데�밑면의�대각선의�사귐점을�지난다.�각뿔의�

옆모서리들을�구하여라.�

(풀이)�평행4변형�ABCD(밑면)에서�AB=7,�

AD=3이라고�하면�BD=6이고�

AC²+�BD²=2(AB²+�AD²)�

AC²+�6²=2(7²+�3²)=116�

AC²=116−36=80,�AC= 54 �

례� 1�

례� 2�

례� 3�

그림�4−37 

A B�

CD

S�

O�

그림 4−36 

B

A

D�

F

A1

B1� C1�

D1�

F1�

S�

O1�

α�

M�

E1�

E�
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탐�구�

유명해진�다면체� 60C Ã

정점이�60개이고�매�정점을�지나는�모서리가�3개이며�면들이�합동인�

바른5각형과�바른6각형인�다면체는�탄소동소체인�플러렌분자구조모형으로

알려진� 60C 이다.� 60C 의�발견으로�1996년에�3명의�학자가�노벨화학상을

수여받았다.� 60C 의�면과�모서리의�개수를�구하여라.��

따라서�AO=2 ,5 �BO 3= �

그리고�SO⊥OA,�SO⊥OB이므로�△SOA와�△SOB는�직3각형이다.�

따라서��

SA= 636)52(4AOSO 2222 ==+=+ (㎝)�

SB= 52534BOSO 2222 ==+=+ (㎝)�

Ã

문 제 

1.�바른각뿔을�밑면에�평행인�평면으로�자르면�자름면은�바른다각형이다.�왜�그런가?�

2.�바른각뿔대의�옆면은�바른제형이다.�왜�그런가?�

3.�다음�명제에서�옳은것을�찾아보아라.�

1)�옳은�명제�《4각기둥은�6면체이다.》의�거꿀명제는�옳은�명제이다. 

2)�옳은�명제�《바른각뿔대의�옆면들은�바른제형이다.》의�거꿀명제는�옳지�않은�

명제이다.�

3)�바른4각뿔의�한�모서리에�평행인�임의의�자름면은�3각형�또는�4각형이다.�

4.�바른각뿔대의�옆면적은�두�밑면의�둘레의�길이의�합과�옆면의�높이와의�적의�
2
1
과�

같다.�증명하여라.�

5.�밑면적은��400cm2인�각뿔의�높이를�4등분하고�그�점들을�지나며�밑면에�평행인�평

면으로�각뿔을�잘랐다.�자름면의�면적을�구하여라.�

6.�3각뿔�S−ABC의�네개의�모서리�SA,�AB,�BC,�CS의�가운데점을�각각�K,�L,�M,�

N이라고�할�때�SB=AC이면�KM⊥LN이라는것을�증명하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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련 습 문 제 �

�

�

1. 한�변의�길이가�a인�바른4면체가�있다.�서로�맞대고있는�두�모서리는�수직으로�어

긴다는것을�증명하여라.�그리고�이�두�모서리사이의�거리를�구하여라.�

2. 직평행6면체의�밑면은�이웃한�두�변이�6㎝,�8㎝이고�그사이의�각이� °30 ,�옆모서

리는�5㎝이다.�겉면적을�구하여라.�

3. 직6면체의�한�정점에서�나가는�세�모서리의�비가�3:7:8이고�겉면적은�808㎠이다.

이�직6면체의�체적을�구하여라.�

4. n각기둥에서�대각선의�총�수를�구하여라.�

5. 4면체�ABCD에서�모서리�AD와�BC가�수직이라면�AD,�BC에�각각�평행인�평면

으로�잘랐을�때�자름면은�어떤�4각형이�되겠는가?�

6. 평행6면체�ABCD−A1B1C1D1에서�모서리�AB,�BB1,�B1C1,�C1D1,�D1D,�DA의�가

운데점�L,�M,�N,�P,�Q,�R는�한�평면에�놓인다는것을�증명하여라.�

7. 직3각기둥의�밑면의�변들은�각각�10㎝,�17㎝,�21㎝이고�높이는�10㎝이다.�밑면

의�제일�작은�높이와�옆모서리를�지나는�평면으로�각기둥을�잘랐다.�자름면의�면

적을�구하여라.�

8. 밑면의�한�변이� a이고�높이가�b 인�바른4각기둥을�밑면의�한�정점을�지나면서�밑

면의�대각선과� °45 각을�이루는�평면으로�잘랐다.�이때�자름면의�면적을�구하여

라. )2( ab > �

9. 각뿔의�밑면에�평행인�자름면이�그�각뿔의�높이를�3:4(정점으로부터�시작하여)의�비로�

나눈다.�자름면의�면적이�밑면적보다�200㎠�작다.�각뿔의�밑면적을�구하여라.�

10.�각뿔의�밑면은�바른4각형인데�각뿔의�높이는�밑면의�한�정점을�지난다.�밑면의�한

변이�20㎝,�각뿔의�높이가�21㎝일�때�옆면적을�구하여라.�

11.�바른4각뿔이�있다.�밑면의�한�변은�10㎝,�옆면과�밑면사이의�각은� °40 이다.�옆

모서리와�밑면이�이루는�각을�구하여라.�

12.�바른4각뿔의�밑면의�한�변은� ,a �각뿔의�옆모서리와�높이사이의�각은� °30 이다.�

각뿔의�밑면의�한�정점을�지나며�그�정점의�맞은편�옆모서리에�수직인�자름면의�

면적을�구하여라.�

13.�밑면의�한�변이�각각�20㎝,�36㎝이고�높이가�30㎝인�바른4각뿔대모양의�통을�만들

려고�한다.�거기에�드는�철판의�면적을�구하여라.(뚜껑은�없다.)�

14.�평행6면체의�밑면은�바른4각형이고�웃밑면의�한�정점에서�아래�밑면의�매�정점

까지의�거리는�같다.�밑면의�한�변은� a ,�옆모서리가�b 일�때�6면체의�겉면적과�체

적을�구하여라.�
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ÃÃÃ

1. 원기둥 

 

�

�

�

회전체의�정의로부터�회전체를�축을�지나는�평면으로�자르면�자름면은�축에�관하여�대

칭이라는것을�알수�있다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

직4각형을�그�한�변을�축으로�하여�회전시킬�때�

얻어지는�회전체를�직원기둥이라고�부르고�이것을�

간단히�원기둥이라고�부르겠다.�여기서�축에�수직

인�변이�그리는�면(원)을�원기둥의�밑면,�축에�평

행인�변을�원기둥의�모선,�모선이�그리는�면을�원

기둥의�옆면,�두�밑면사이의�거리를�원기둥의�

높이라고�부른다.�원기둥의�정의로부터�원기둥을�축

을�지나는�평면으로�자르면�자름면은�직4각형이고�

축에�수직인�평면으로�자르면�자름면은�원이라는

것을�곧�알수�있다.��

�

�

�

다문선으로�둘러싸인�평면도형�F가�있다.�이�평면도형이�놓여있는�

평면�α 를�평면의�한�직선�ℓ�주위로�회전시킬�때�평면도형이�만드는�

도형을�회전체라고�부른다. 

그림�4−39 

A

B C�

D�

밑면 

모

선

옆 
면 

그림�4−38 

α 

ℓ�

α 

ℓ

F

제 3절. 회전체 

정리 1.�원기둥을�축에�평행인�평면으로�자르면�자름면은�직4각형이다. 
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례�2�

�������밑면의�반경이�2㎝이고�높이가�3㎝인�원기둥

을�축으로부터�1㎝만�한�거리에�있는�축에�평

행인�평면으로�잘랐다.�자름면의�면적을�구

하여라.�

(풀이)Ã자름면� BBAA 11 는�직4각형이다.(정리�1)�

)cm(36332AAAB)BBAA(

3OOAA
32122OHOA2AB

2
111

11

2222

=⋅=⋅=

==
=−=−=

S

�

�

���ÃÃÃÃÃ반경이� r인�원기둥에�바른6면체가�내접하

였다.�이�바른6면체의�대각선의�길이를�구

하여라.�

(풀이)Ã내접바른6면체의�모서리를� a라고�하면�바른6

면체의�성질로부터��

)2(2,)2(2 2222 rarara === �

대각선의�길이를�ℓ이라고�하면��

222222 624)2( rrrar =+=+=ℓ �

r6=ℓ �

Ã

문 제 

Ã

1.�원기둥의�축을�지나는�자름면은�바른4각형인데�대각선의�길이는� a 이다.�이�원기

둥의�옆면적와�체적을�구하여라.�

2.�원기둥을�축에�평행인�평면으로�잘랐다.�이때�생긴�웃밑면의�자름선(활줄)의�길이

는�4 cm이다.�원기둥의�밑면의�반경이� cm5 일�때�축으로부터�자름면까지의�거리

를�구하여라.�

3.�원기둥에�직6면체가�내접하였다.�이�직6면체의�밑면들은�각각�원기둥의�밑면에�놓

인다.�직6면체의�밑면의�이웃한�두�변의�길이는� 4cm3cm, 이고�높이는� 5cm 이

다.�원기둥의�겉면적과�체적을�구하여라.�

 

2. 원뿔과 원뿔대 

Ã

Ã

Ã
직3각형을�그�한�직각변을�축으로�하여�회전시킬�때�얻어지는�회전체를�

직원뿔이라고�부르고�이것을�간단히�원뿔이라고�부른다. 

그림 4−41 

r 

ℓ�

례� 1�

그림 4−40 

A�

B�

O�

O1�

A1�

B1�

H�
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여기서�축에�수직인�직각변이�그리는�면을�원뿔

의�밑면,�빗변을�원뿔의�모선,�모선이�그리는�면을�원

뿔의�옆면,�정점에서�밑면까지의�거리를�원뿔의Ã높이라

고�부른다.�

정점에서�밑면에�내린�높이의�밑점은�밑면의�중심

에�놓인다.�원뿔의�정의로부터�원뿔의�축을�지나는�자

름면은�2등변3각형이고�축에�수직인�자름면은�원이

라는것이�곧�나온다.�

�

�

�

(증명)�자름면이�밑면의�원둘레와의�사귐점을�A,�B라고�하자.�

정점�S와�A는�자름면의�점이므로�직선�SA는�자름면에�놓인다.�

또한�SA는�직3각형�SOA의�빗변이므로�원뿔의�정의로부터�원뿔의�옆면에�

놓인다.�

따라서�SA는�원뿔의�옆면과�자름면의�사귐선이다.�SB도�마찬가지이다.�

그리고�SA와�SB는�합동인�직3각형의�빗변이므로��

SA=SB�

따라서�자름면은�2등변3각형이다.�

�

원뿔을�밑면에�평행인�평면으로�자를�때�자름면과�밑면사이의�부분을�원뿔대라고�

부른다.�각뿔대에서처럼�원뿔대에서도�밑면,�옆면,�높이를�생각한다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ã

Ã

�����������밑면의�반경이�3cm,�높이가�4cm인�원뿔의�정점을�지나며�밑면의�중심에

서�2cm의�거리에�있는�활줄을�지나는�평면으로�원뿔을�잘랐다.�자름면의�둘

레의�길이를�구하여라.�

그림�4−42 
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O

정점�
옆면�

밑면�

높

이

례� 1�

정리 2.�원뿔을�정점을�지나는�평면으로�자르면�자름면은�

2등변3각형이다. 

그림�4−43 

BA�

S�
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(풀이)�자름면�SAB는�2등변3각형이다. (정리 2 )�
OABΔ 는�2등변3각형이고� ABOH⊥ 이므로�

52232OHOA2AB 2222 =−=−= �

SOAΔ 는�직3각형이므로�

52534OASOSA 2222 ==+=+= �

따라서�

ℓ )55(25252SA2AB)SAB( +=⋅+=⋅+=  
�

�

밑면의�반경이�r인�원뿔에�변의�길이가�a인�바른6면체가�내접하였다.�원

뿔의�체적을�구하여라.�

(풀이)Ã바른6면체의�웃밑면을�지나는�평면으로�원뿔을�자르면�자름면은�밑면에�평

행인�원이고�바른4각형�ABCD는�이�원에�내접한다.�

따라서�대각선�BD의�가운데점�O는�이�원의�중심이고��

⊥SO 자름면�

그리고�SO의�연장선이�밑면과�사귀는�점을� 1O 이라고�하면��

⊥1SO 밑면�

따라서�원뿔의�높이� 1SO 은�바른6면체의�중심선� 1OO 과�일치한다.�

이제�원뿔의�높이와�바른6면체의�밑면의�대각선을�지나는�평면으로�원뿔을�

자르면�자름면은�그림�4−46의�ㄴ)과�같다.�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

�

��������

�

�

�

여기서� h=1SO 라고�하면� ar 2
2
1DB

2
1DO,MO1 =⋅== �

이므로��

r

a

h
ah 2

2

=
−

,� aharhr
2
2

=− �

그림�4−46�
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문 제 

1. 밑면의�반경이� r 이고�높이가� h인�원뿔을�밑면에�평행이고�정점으로부터� d 만�한�

거리에�있는�평면으로�잘랐다.�자름면의�면적을�구하여라.�

2. 원뿔의�모선이�13cm,�높이가�12cm이다.�원뿔의�높이와�어기면서�밑면에�평행인�

직선에서�밑면까지의�거리는�6cm,�높이까지의�거리는�2cm이다.�이�직선의�원뿔

아낙에�든�부분의�길이를�구하여라.�

3. 원뿔대의�모선의�길이는�2 a이고�밑면과�60゜의�각을�이룬다.�한�밑면의�반경은�다

른�밑면의�반경의�2배이다.�두�밑면의�반경을�구하여라.�

4. 직원뿔을�정점을�지나는�평면으로�자를�때�자름면의�면적이�가장�커지는것은�아래

의�어느�경우인가?�

1)�밑변의�길이가�제일�클�때� � 2)�옆변의�길이가�제일�클�때�

3)�정각의�크기가�제일�클�때� � 4)�정점에서�그은�높이가�제일�클�때�

5.�모선들사이의�가장�큰�각이�120o인�원뿔의�옆면적은�그�원뿔과�같은�밑면과�높이

를�가지는�원기둥의�옆면적과�같다는것을�증명하여라.�

Ã

3. 구 

Ã

Ã

Ã

Ã
�

여기서�반원의�활줄의�가운데점을�구의�중심, 구의�중심

과�구면의�한�점을�맺는�선분을�구의�반경,�구의�중심을�지나

는�직선이�구면과�사귀여�생기는�선분을�구의�직경이라고�부

른다.�

구의�정의로부터�구의�직경을�지나는�평면으로�구를�자르면�

자름면은�원이라는것을�알수�있다.�

반원을�그�직경을�축으로�하여�한바퀴�회전시켰을�때�생기는�회전체를�

구라고�부른다.�이때�반원둘레가�그리는�면을�구면이라고�부른다.�

그림�4−47 

A�

B�

O�
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�

�

�

(증명)Ã구의�중심�O에서�자름면�α 에�그은�

수직선의�밑점을�M,�자름면과�구면

의�사귐선의�한�점을�P라고�하면�

OM=d는�일정하고�OP=r는�구의�반

경이다.�

따라서�직3각형�OMP에서�

MP= 22 dr − �:�일정�

즉�P는�일정한�점�M을�중심으로�하

고�반경이� 22 dr − 인�원둘레의�점

이다.�

�

구를�중심을�지나는�평면으로�자를�때�생기는�

원을�큰 원,�중심을�지나지�않는�평면으로�자를�때�

생기는�원을�작은 원이라고�부른다.�

구를�한�평면으로�잘랐을�때�생기는�구의�매�

부분을 결구라고�부르고�자름면을�결구의�밑면,

결구의�밑면에�수직인�직경에서�결구안에�든�선

분을�결구의�높이라고�부른다.�그리고�결구에

서�구면부분을�구관(구면갓)이라고�부른다.�

구를�평행인�두�평면으로�잘랐을�때�평행평면사이에�끼워있는�구의�부분을�구대라

고�부르고�두�자름면을�구대의�밑면,�밑면사이의�거리를�구대의�높이라고�부른다.�

�

������반경이�3cm인�구를�평면으로�잘라서�반경이�

2cm인�원을�얻으려고�한다.�구의�중심으로부

터�얼마만한�거리에�있는�평면으로�잘라야�하

겠는가?�

(풀이)�구의�중심에서�자름면까지�거리를�d라고�하자.�

O와�자름면의�중심�O 1를�맺으면�OO1⊥자름면�

이므로�OO1=�d,�자름면의�원둘레의�한�점을��

A라고�하면��

O 1A=2,�OA=3�

직3각형�OO1A에서�

)(5,523 222 cmdd ==−= �

그림�4−50 
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례� 1�

정리 3.�구를�평면으로�자르면�자름면은�원이다. 

그림�4−49 

그림�4−48 
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련 습 문 제 

��������그림�4�−51과�같이�반경이�r인�구에�원기둥이�외접하였다.�구면의�면적과�원

기둥의�겉면적의�비를�구하여라.��

(풀이)Ã구와�원기둥을�원기둥의�축을�지나는�평면�

으로�자르면�자름면은�원과�원에�외접한�바

른4각형이다. 따라서�원기둥의�밑면의�반경

은�r,�높이는�2r이다.�

구면의�면적을�S,�원기둥의�겉면적을�S′라�

고�하면�

3
2

6
4

222
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S
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2

2

2
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+

=
′ r

r
rrr

r
π
π

ππ
π

��

문 제 

1.�구면의�한�점을�지나며�그�점을�지나는�구의�반경에�수직인�평면을�구의�접평면이라고�

부른다.�구의�접평면은�구와�한�점만을�공통으로�가진다는것을�밝혀라.�

2.�반경이�8cm인�구를�중심으로부터�2cm만�한�거리에�있는�평면으로�잘랐다.�자름

면의�면적을�구하여라.�

3.�구에�원기둥이�내접하였다.�구의�반경은�6cm이고�원기둥의�밑면의�반경은�3cm이다.�원

기둥의�체적을�구하여라.�

4.�구에�바른4면체가�내접하였다.�바른4면체의�한�모서리가� a일�때�구면의�겉면적과�

체적을�구하여라.��

Ã

Ã

1.�원기둥의�높이는�8cm,�밑면의�반경은�5cm이다.�이�원기둥을�축에�평행인�평면으로�

잘랐는데�자름면은�바른4각형이다.�축으로부터�자름면까지�거리를�구하여라.�

2.�밑면의�반경이�5cm,�높이가�6cm인�원기둥이�있다.�두�밑면의�원둘레에서�각각�한�점

을�잡아서�맺은�선분의�길이가�10cm이다.�축과�이�선분사이의�거리를�구하여라.�

r 

그림�4−51 

례� 2�
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3.�원기둥의�밑면의�반경과�높이가�같다.�원기둥에�바른6각기둥이�외접하였다.�그�옆

면의�대각선과�축사이의�각을�구하여라.�

4.�원기둥의�높이는�2cm,�밑면의�반경은�7cm이다.�이�원기둥안에�바른4각형을�끼워

넣었는데�두�정점은�웃�밑면의�원둘레에�있고�두�정점은�아래�밑면의�원둘레에�있

다.�바른4각형의�변의�길이를�구하여라.�

5.�원뿔의�밑면의�반경은� r 이다.�이�원뿔을�축을�지나는�평면으로�자르면�자름면은�바

른3각형이�된다.�이�원뿔을�정점을�지나는�평면으로�잘랐을�때�자름면에서�두�모

선이�이루는�각은�θ 이다.�이�자름면의�면적을�구하여라.�

6.�반경이�r인�금속구를�녹여서�옆면적이�밑면의�면적보다�3배�큰�원뿔모양의�그릇안

에�가득�채워넣었다.�이때�원뿔의�높이를�구하여라.�

7.�원뿔의�높이가�h이다.�이�원뿔을�밑면에�평행인�평면으로�자르되�자름면의�면적

이�밑면적의�절반으로�되게�하려면�정점으로부터�얼마�떨어진�평면으로�잘라야�하

는가?�

8.�원뿔을�높이를�지나는�평면으로�잘랐다.�이�자름면에서�높이의�가운데점을�지나며�

모선에�평행인�직선을�그었다.�이�평행선분의�길이를�구하여라.�원뿔의�높이는�h

이고�밑면의�반경은�r이다.�

9.�원뿔대의�밑면의�반경은�각각�3cm,�6cm이고�높이는�4cm이다.�모선의�길이를�구

하여라.�

10.�원뿔대의�밑면의�반경은�각각� 1r , 2r 이고�모선이�밑면과�이루는�각은� o45 이다.�높

이를�구하여라.�

11.�원뿔대의�밑면의�반경은�각각�3cm,�7cm이고�모선의�길이는�5cm이다.�축을�지

나는�자름면의�면적을�구하여라.�

12.�원뿔대의�밑면의�면적은�M,�N이다.�밑면에�평행이며�높이의�가운데점을�지나는�

자름면의�면적을�구하여라.�

13.�반경이�41cm인�구를�중심으로부터�9cm�거리에�있는�평면으로�잘랐다.�자름면의�

면적을�구하여라.�

14.�구면에�세�점�A,�B,�C가�주어졌다.�이�점들사이의�거리는�6cm,�8cm,�10cm

이고�구의�반경은�13cm이다.�구의�중심으로부터�세�점을�지나는�평면까지의�거

리를�구하여라.�
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ÃÃ

Ã

1. 투영도 

�

공간도형을�평면에�나타내는데�바른사영을�쓴다.�이때�그림�4−52에서�보는것처럼�한�

평면의�사영만�가지고는�도형의�생김새와�크기를�자세히�알아볼수�없으므로�서로�수직인�

두�평면(또는�세�평면)의�사영을�함께�그린다.�

그림에서�H면을�수평투영면,�V면을�정면투영면이라고�부른다.��

그림�4−53은�직6면체와�원기둥을�H면과�V면에�바른사영을�한�다음�한�면을�사귐선�

ℓ주위로� °90 만큼�돌려서�두�사영이�한�평면에�놓이도록�한것을�보여준다.�

  
 

     �
��������������

�

�

�

�

�

�

�

이렇게�하여�얻은�사영을�투영도라고�부른다.�

이때�H면의�투영도는�수평투영도,�V면의�투영도는 정면투영도라고�부르고�ℓ을�

투영축이라고�부른다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

그림�4−52� 그림�4−53�

V�

H�

V�

H�

ℓ�

ÃÃÃ제 4절. 투 영 도 

그림�4−54 

H�

V�

X�
Y

정면�

투영도�

수평�

투영도�

옆면�

투영도�
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필요에�따라�투영축�ℓ에�수직인�평면에�바른사영을�나타내야�할�때도�있다.�

이때�투영축에�수직인�평면을�옆면투영면,Ã그�면에�표시한�바른사영을�옆면투영도

라고�부른다.�

�

2. 점의 투영도 

점�A의�수평투영면�H,�정면투영면�V의�사영을�각각� aa ′, 라고�하자.�

aa ′, 는�각각�점�A의�수평투영도,�정면투영도이다.�

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

�

��

�

�

�

�

�

Ã

Ã

Ã

(증명)�1)� aa ′A,A 가�결정하는�평면을�α라고�하면��

⊥XY aA ,� ⊥XY a′A �

이므로� α⊥XY �

따라서�평면�α와�XY의�사귐점을� a 0이라고�하면��

aa 0 XY⊥ ,� ⊥′ 0aa XY �

그러므로�투영도에서� XY⊥′aa �

2)�평면�α에서�4각형� aaA 0 a′는�직4각형이므로��

0A aaa =′ ,� 0A aaa ′= �

 

성질 1.�점�A 의�투영도에서�직선� aa ′는�투영축�XY에�수직이다.�

성질 2.�투영도에서� aa 0은�점�A에서�정면투영면까지의�거리를�나타내고�

a′ a 0은�점�A에서�수평투영면까지의�거리를�나타낸다.�

그림�4−55

V�

H

A�

Y�

a a0 

a′ 

X Y�

a

a0

a′

X�
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문 제 

1.�다음과�같은�점의�투영도를�그려라.�

1)�평면�H에서�우로�2cm,�V에서�앞으로�4cm�거리에�있는�점�A�

2)�평면�V에�놓여있고�H에서�우로�3cm�거리에�있는�점�B�

3)�평면�H에�놓여있고�V에서�앞으로�3.5cm�거리에�있는�점�C�

2.�그림�4−56은�점�A,�B의�투영도이다.�어떠한�거리에�있는가?�

�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

3. 직선의 투영도 

�

두�점�A,�B를��지나는�직선�AB의�투영도를�보기로�하자.�

직선의�한�평면에로의�바른사영은�그�직선의�두�점의�바른사영을�지나는�직선이다.�그

러므로�직선�AB의�수평투영은�두�점�A,�B의�수평투영도� ba, 를�지나는�직선이고�정

면투영도는�두�점�A,�B�의�정면투영도�a′ ,�b′를�지나는�직선이다.�

�

�

�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

�����그림�4−58의�투영도에�표시되여있는�매개�선분은�공간에서�H면,�V면에�

대하여�어떤�자리관계에�있는가?�

또�투영도에서�선분의�실제길이가�어디에�나타나있는가?�

X� Y

V�

H

A�

B�

C

D�

a b d 
c 

c′ 
a′

b′ d′ 

X Y�

a
c

b 
d 

a′
b′ d′ 

c′

그림�4−57 

그림�4−56 

X� Y

YXa 

a′ 

a0 
b′

b0

b

례� 1�
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�
 

 

 

 

 

 

 

 

 

(풀이)�1)�자리관계� � �����

①�수평투영면에�평행�

②�정면투영면에�평행�

③�투영축에�평행�

④�투영축에�수직�

⑤�정면투영면에�수직�

⑥�수평투영면에�수직�

Ã
�

투영도에서�선분�AB의�실제길이를�구하여라.(그림�4−59)�
�

ÃÃÃÃÃÃ

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

(풀이)�1)�AB�//�H이거나�AB//V인�경우,�이때는�앞의�례에서�이미�보았다.��

2)�AB�//�H�,�AB�//�V인�경우�

직선�A a를�축으로�하여�제형� baAB 를�회전하여�V면에�평행되게�할�때

의�B의�자리를�C라고�하자.�

X� Y�

A�

B�C�

a 

b 
c 

a′ 

b′ 

c′V�

H�

ㄱ)�

c′
a′ 

b′

a 

b 

c 

ㄴ)

①

②

③

④

X� Y�

그림�4−59 

그림�4−58 

X� Y�

a 

b 

b a 
a a 

b 
b 

b 

a 

a 
b 

a′ 

a′ a′

a′

a′
a′ 

b′ b′

b′ b′
b′

b′ 

례� 2�

2)�실제길이�

①에서는�수평투영도�

②에서는�정면투영도�

③에서는�수평투영도와�정면투영도�

④에서는�없다.�

⑤에서는�수평투영도�

⑥에서는�정면투영도�
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이때� ab의�길이가�달라지지�않으므로�점�b 는�점�a를�중심으로�하는�원

둘레를�따라�움직인다.��

그리고� bB 의�길이가�달라지지�않으므로�b′는�XY에�평행인�직선을�따

라�움직인다.�그리고�점�AC//V이므로��

ac//XY �

그러므로�점�C의�투영도는�그림�4-59의�ㄴ)에서와�같은�순서로�구할

수�있다.�

AB=AC= a′ c′�
그러므로�투영도에서� a′ c′가�선분�AB의��

실제거리이다.�

[다른�방법]�

제형� baAB 를�직선� ab 를�축으로�하

여�90゜돌려서�H면에�겹쳐놓자.�

이때�겹쳐진�자리를�abb 1a 1라고�하면�

AB= a 1 b 1,� aA =a 1a = a′ a 0 ,�

bB =b 1b =b′ b 0�

따라서�선분의�투영도로부터�다음과�같

이�구한다.�점�a와�b 에서�선분�a b 에�

수직선� a a 1,�b 1b 을�긋고�

a a 1= 0a a′ ,�b b 1= 0b b′ �
되게�하면�선분� a 1b 1은�선분�AB의�실

제길이로�된다.�

 

문 제 

1.�다음것을�증명하여라.�

1)�AB//V⇔�AB= a′ b′ �⇔�a b //XY �

2)� ⊥AB V⇔� a′와�b′는�겹친�점�→�a ⊥b XY �

2.�그림�4−61의�투영도들에서�두�선분의�자리관계를�설명하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
그림�4−61 

ℓ� ℓ� ℓ�

a′ 

a 
b 

c 

d 

d 

a 
b 

c c 

d b 

a 

b′ c′ 

d′ d′

b′

a′

c′

c′ 

d′ 

a′ 

b′

a′ 

b′

a 

b

b1 a1 

bo ao 
X� Y�

그림�4−60 
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3.�그림�4−62에서�선분�AB,�CD,�EF의�실제길이를�구하여라.�

�

�

�

�

�

�

 
�

�

�

4.�투영도에�△ABC의�무게중심�G의�투영도를�표시하여라.�그리고�△ABC의�변들의�

실제길이를�구하고�그�3각형의�실제형태를�그려라.(그림�4−63)�

�

4. 립체의 투영도 

다면체는�다각형으로�둘러막혀있고�그�면들의�경계는�모서리들이므로�다면체의�투

영도를�그리는것은�그�모서리들의�투영도를�그리는것에�귀착된다.�

이때�투영면을�향해서�직접�보이는�모서리는�실선《�������》으로,�뒤쪽에�있어

서�직접�보이지�않는�모서리는�점선�《�������》으로�나타낸다.�

원기둥,�원뿔,�구와�같이�겉면이�곡면�또는�곡면과�평면부분으로�된�립체(곡면

체)에�대해서도�역시�그�투영도를�그리는것은�선이나�정점만�투영도를�그리는것에�귀

착된다.�

다음의�투영도를�보고�그�립체의�견양도(본모양그림)를�그려라.�

�
 
�

�

�

�

�

�

Ã

Ã 그림�4−64�

1)� 2)�

a′ 

그림�4−63�

X Y�a 

b c 

b′ c′ 

Y

그림�4−62�

a 

X�

b 

a′ 

b′

c 

d 

c′ 

d′

e 

f 

e′

f′

례� 1�
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그림�4−65

1)� 2)�
(풀이)�

�

�

�

�

�

�

�

�

견양도가�다음과�같은����������(풀이)�

립체의�투영도를�그려라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ã

Ã
Ã문 제 

�

1.Ã다음의�투영도를�보고�그�립체의�견양도를�그려라.�(그림�4-68)�

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã Ã

2.Ã견양도가�다음과�같은�립체의�투영도를�그려라.(그림�4-69)�

그림�4−67�

8cm

10cm

8cm

10cm

8cm�

8cm

그림�4−66 

8cm�

8cm�

10cm�

1)� 2)�

그림�4-68Ã

10cm�

8cm�

그림�4-69�

례� 2�
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Ã

Ã

1.�다음의��투영도에�나타난�립체는�어떤�립체인가?(그림�4−70)�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2.�그림�4−71은�3각기둥의�투영도이다.�

1)�평면�H에�수직인�모서리와�면을�말하여라.��

2)�평면�V에�수직인�모서리와�면을�말하여라.�

3.�다음과�같은�립체의�밑면이�평면�H에�놓여있고�밑면의�중심이�평면�V에서�5cm의�거

리에�있을�때�투영도를�그려라.�

1)�밑면은�한�변이�3.5cm인�바른3각형이고(한�변은�투영축에�평행)�높이가�6cm

인�직각기둥�

2)�밑면의�반경이�2cm,�높이가�3cm인�직원뿔�

�

�

�

�

�

�

�

�

4.�그림�4−72는�원뿔의�투영도이다.�

1)�모선�AB의�점�P의�정면투영도를�그려라.�

2)�선분�AP의�실제길이를�정면투영면에�나타내여라.�

5.�그림�4-73은�어떤�립체의�투영도이다.�다음�문장에서�□안에�적당한�말이나�수를�

써넣어라.�

그림�4−70

련 습 문 제

그림�4−71 

V

H
ℓ

a 

b c e f 

d 

a′ b′� c′ 

e′ 
d′ f′ 

그림�4−72 

a
b

a′

X� Y�

그림�4−73 

X� Y�

c

b a, d 

d′ 

a′ 

b′ ,c′
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①�이�립체는�□이라고�부른다.�

②�이�립체에는�□개의�모서리가�있다.�

③�이�립체에는�□개의�면이�있으며�모두�□이다.�

�

Ã

Ã

1.Ã다음�조건을�만족시키는�두�직선� ba, 의�자리관계를�말하여라.�

{ } { } ( )BABA ,,, ≠===⊂ ββαα III bmama �

2.�다음�사실이�성립하지�않는다는것을�례를�들어�밝혀라.�

ba // ,�� α⊂a ,�� βαβ //⇒⊂b �

3.�다음의�사실이�성립하는가?�성립하지�않으면�례를�들어라.�

1)� α//a ,� bab //// ⇒α �

2)� α//a ,�a∥β⇒α∥β�

4.�직선�a,�b와�평면�α가�있다.�다음의�명제에서�옳은�명제를�찾아보아라.�

1)� α//a ,� ba // ⇒b∥α이다.�

2)�a⊂α,�b∩α=｛B｝이면�a와�b는�서로�다른�평면에�있다.�

3)� ba // ,  b⊥α�⇒�a∥α�

4)�a⊥�b,�a⊥α�⇒�b∥α�

5.�빗변이�a이고�한�뾰족각이�θ 인�직3각형이�그�빗변을�지나는�평면과�각�ϕ를�이룬다.�

직각의�정점에서�그�평면까지�거리를�구하여라.�

6.�바른제형의�큰�밑변은� a이고�옆변이�큰�밑변과�이루는�각은� °60 ,�대각선이�옆변과�

이루는�각은� °90 이다.�대각선의�사귐점�O에서�제형평면에�길이� h 인�수직선분�

OM을�그었다.�M에서�제형의�변까지의�거리들을�구하여라.�

7.�△ABC의�무게중심�G,�이�3각형과�공통점을�가지지�않는�평면에�던진�정점들�의�

사영을�A1,�B1,�C1,�무게중심�G의�사영을�G1이라고�할�때��

AA1+BB1+CC1=3GG1�

이라는것을�증명하여라.�

복 습 문 제
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8.�직각기둥의�밑면은�2등변3각형이다.�그것의�두변�AB=BC=7cm이고�셋째�변�

AC=2cm이다.�변�AC를�지나서�각기둥의�밑면과� °30 의�각을�이루는�평면으로�각기

둥을�잘랐을�때�자름면의�면적을�구하여라.�

9.�평행6면체�ABCD-A1B1C1D1에서�다음것을�밝혀라.�

1)�평면�BDA1�(����)�평면�CB1D1�

①�평행� ②�수직� ③�수직이�아니다.� ④�가늠할수�없다.�

2)�선분�AC1은�평면�CB1D1에�의하여�(�)된다.�

①�3개�부분들로�나누인다.�� � ②�3등분된다.�

③�2개�부분으로�나누인다.�� � ④�가늠할수�없다.�

10.�한�정점에서�나가는�세�모서리의�길이가�3cm,�4cm,�5cm인�직6면체의�대각선의

가운데점에서�매�정점까지의�거리를�구하여라.�

11.�직평행6면체의�대각선들은�9cm,� 33 cm이고�밑면의�둘레의�길이는�18cm이

다.�옆모서리의�길이가�4cm일�때�이�직평행6면체의�겉면적과�체적을�구하

여라.�

12.�밑면의�한�모서리가�a인�바른4각뿔을�밑면의�한�모서리를�지나며�맞은편�옆면에�수

직인�평면으로�잘랐다.�자름면과�밑면이�이루는�각이� °30 일�때�자름면의�면적을�구

하여라.�

13.�바른4각뿔의�옆모서리가�밑면과�이루는�각이�θ 이고�대각선면의�면적이�S이

다.�이�각뿔의�겉면적과�체적을�구하여라.�

14.�바른4각뿔에�바른6면체가�내접되였다.�바른6면체의�정점들은�4각뿔의�옆모서

리에�있고�나머지�4개�정점들은�각뿔의�밑면에�놓여있다.�각뿔의�옆모서리는

a ,�높이는� h이다.�바른6면체의�모서리를�구하여라.�

15.�밑면의�직경과�높이가�같은�원기둥에�바른4각뿔이�내접하였는데�각뿔의�밑면은�원

기둥의�아래밑면에�놓이고�각뿔의�정점은�원기둥의�웃밑면에�놓인다.�각뿔의�정

점과�밑면의�대각선을�지나는�평면으로�자를�때�두�립체의�자름면의�둘레의�비

를�구하여라.�또한�각뿔의�높이의�가운데점을�지나면서�밑면에�평행인�평면으

로�자를�때�두�립체의�자름면의�면적의�비를�구하여라.�

16.�원뿔대의�체적은�V이고�높이는� h이다.�원뿔대의�축을�지나는�자름면의�면적

이�S라는것을�알고�원뿔대의�밑면의�반경을�구하여라.�

17.�반경이� r 인�구에�원뿔이�내접하였다.�원뿔의�축을�지나는�평면으로�잘랐을�

때�생긴�3각형의�밑변과�높이와의�비는�
2
1
이다.�원뿔의�밑면의�반경을�구

하여라. 



 134�

18.�반경이� r 인�구에�외접하는�원뿔의�밑면의�반경이�R(R> r )이다.�두�립체의�체적

의�비를�구하여라.�

19.�다음과�같은�립체의�밑면이�평면�H에�놓여있고�밑면의�중심이�평면�V에서5cm

의�거리에�있을�때�투영도를�그려라.�

1)�밑면의�한변이�3cm(한변은�투영축에�평행),�높이가�5cm인�바른5각뿔�

2)�밑면의�한변이�3cm(한변은�투영축에�평행),�높이가�7cm인�바른6각기둥�

20.�그림�4−74와�같은�바른4각뿔대가�있다.�

1)�밑면�ABCD⊂H,�AD�//�XY일�때�투영도를�

그려라.�

2)�이�투영도에�의하여�대각선�AG의�실제길이

를�구하여라.�

�

� 그림�4-74�

3 ㎝�A

B C

D�

E

F�
G�

I�

5 ㎝�

6 ㎝

힐베르트와 그가 내놓은 23 개 문제 

힐베르트(1862년-1943년)는�현대수학발전에�특출한�공헌을�한�도이췰

란드�수학자이다.�그의�과학연구는�인간의�무제한한�힘에�대한�확신,�수학

과�자연과학과의�통일로�특징지어지고있다.��

오늘의�대수학과�기하학이�공리론적인�리론체계와�모임론을�토대로�하

여�건설되게�된것은�힐베르트의�공적이라고�하여도�과언이�아니다.�

그는�1900년에�빠리에서�진행된�제2차�국제수학자대회에서�20세기앞에�나

서는�수학연구의�목표와�과업을�밝히고나서�당면하게�매�분야에서�연구하여야�할�

《힐베르트문제》라고�불리우는�23개�문제를�내놓았다.�

그가�내놓은�23개�문제들가운데서�8번째�문제�《씨수분포에�관한�리만

가설의�증명》만이�오늘까지�미해결로�남아있고�나머지�22개�문제는�기본

적으로�해결되였다.�힐베르트가�내놓은�23개�문제는�20세기�수학발전을�크

게�추동하였다.�

상�식�
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제5장.�순렬과�조합 

순렬 

조합 

2 마디공식 
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알아보기�서로�다른�네�수자�1,�2,�3,�4를�가지고�수자를�거듭�쓰지�않으면서

세�자리수를�몇개�만들수�있는가?�그림을�보고�설명하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

일반적으로�어떤�대상들을�순서를�고려하여�배렬한것을�순렬이라고�부르고�이때

매�대상을�순렬의�원소라고�부른다.�이것을�정식화하면�다음과�같다.�

2

2

3

4

3

4
2

4

3

1�

1

3

4

3

4
1

4

3

2�

1

1

2

4

2

4
1

4

2

3�

1

1

2

3

4�

2

3
1

3

2

1

그림�5-1�

제 1절. 순 렬 
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�

�

�

�

�

�

�

이�정의에�의하면�우에서�고찰한것은��
3

4P =4×3×2=24�

이다.�

일반적으로�다음�공식이�성립한다.�

�

�

�

�

�

(증명)�n개의�원소를� naaa ,,, 21 L 로�표시하자.�이�n개�가운데서�먼저�한개�취하

여�첫�자리에�배렬하는�방법은� na,,a,a L21 가운데�어느것이라도�되므로�

n가지이다.�둘째�자리에는�첫�자리에�배렬한것( naaa ,,, 21 L 가운데�어느

한�원소)을�제외한�(�n-1)개의�원소들가운데�어느것이라도�되므로�n-1가지�

방법으로�배렬할수�있다.�이와�마찬가지로�셋째,�넷째,�…,�r번째�자리에

는�각각�n-2,�n-3,�…,�n-( r -1)가지�방법으로�배렬할수�있다.�

그러므로�n개의�서로�다른�원소에서�r개씩�취하여�만든�순렬의�총�수는��

n(�n-1)(�n-2)…(�n-r+1)�
�

만일�n개의�원소를�전부�배렬하는�순렬을�고찰한다면�r = n이므로�이러한�순렬의�총�

수는�다음과�같다.�

��

�

�

�

�

( ) 12 ⋅− L1nn 을�n！로�표시하고�n차례곱(팍토리알)이라고�부른다.�

차례곱을�써서�순렬의�총�수� r
nP 를�표시하면��

�

�

�

�

�

n개의�서로�다른�원소에서��r(r≤ n)개의�원소를�일정한�순서에�따라�배렬한것

을�서로�다른�n개의�원소에서�r개의�원소를�취한�순렬이라고�부른다.�이때�n개
의�원소에서�r개의�원소를�취한�순렬의�총수를���

r
nP (또는�

r
nA ) �

로�표시한다.�

121) ⋅−= LnnPn
n (

 
)!(

!
rn

nP r
n −
=  

( ) ( )12)1( +−−−= rnnnnP r
n L �
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다음것을�계산하여라.�

1)�P 3
7 �����2)�P 5

5������3)�P 1−n
n �

(풀이)�1)�P 3
7 =7·6·5=210�

2)�P 5
5=5·4·3·2·1=120�

3)�P 1−n
n =n(�n-1)(�n-2)…3·2�

�

6명의� 달리기선수가운데서� 4명을� 뽑아서�이어달리기경기에�내보내려�

고�한다.�달리는�차례까지�정한다면�달리기조를�짜는�방법은�몇가지�

인가?��

(풀이)� 4명의� 선수를� 달리는� 차례까지� 정하여� 뽑는것은� 6개에서� 4개씩� 뽑은�

순렬을�만드는것과�같다.��

따라서� � P 4
6 =6·5·4·3=360�

답.�360가지��

 
문 제   

 
1.�다음것을�계산하여라.�

1)�P 2
5 � � � � 2)�P 5

6 �� � � 3)�P 4
10 ��

2.�다음�같기식이�성립한다는것을�밝혀라.�

1)�P 1−n
n =P n

n � � � � 2)�P 2
2 +P 2

3 +P 2
4 =P 2

5 �

3.�수자�0,�1,�2,�3,�4,�5를�가지고�같은�수자가�거듭�들어가지�않는�세자리수를�

몇개�만들수�있는가?�

4.�4개의�문자�a , b,  c  ,d에서�3개씩�뽑는�순렬을�다�만들어라.�

5.�4개의�수자�1,�2,�3,�4를�모두�써서�만든�네자리수가운데서�천의�자리는�1이�

아니고�백의�자리는� 2가�아니고�열의�자리는� 3이�아니며�하나의�자리는� 4가�

아닌것을�모두�몇개나�만들수�있겠는가?�

�

지금까지는�서로�다른�원소들가운데서�r개씩�취하여�만든�순렬을�고찰하였다.�

이제� n개의�원소들가운데�같은�원소가�있는�경우에는�순렬의�총�수가�어떻게�

되겠는가를�보자.�

�

세�종류의�뻐스가�있다.�첫�종류의것은� 3대,�둘째�종류의것은� 2대,�

셋째� 종류의것은� 1대� 있다.� 이� 뻐스를� 출발정류소에서� 출발시키는�

순서에는�몇가지�방법이�있겠는가?�

(풀이)�이�뻐스들을��

a,�a,�a,�b,�b,�c�����������������(1)�
로�표시하면�구하려는�총�수는�이�문자들로�된�순렬의�총�수와�같다.�

만일�뻐스들이�모두�다른것이라고�하고�그것을��

cbbaaa ,,,,, 21321 �������������(2)�

례� 1�

례� 2�

례�3�
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로�표시하면�이때�뻐스(서로�다른것으로�생각하는)를�출발시키는�순서의�

총�수는�(2)에�있는�순렬의�총수�6!과�같다.�그런데�이�수안에는�실제로�

꼭같은�순서로�뻐스를�출발시키는것이�반복되여있다.�이제�반복된�총�수

를�찾아내자.�

먼저�a에�대하여�중복된것들을�표시하겠다.�

순렬�

a,�a,�a,�b,�b,�c�
를�보면�(2)에서�만든�순렬에서는�a에�번호를�붙여� 321 ,, aaa 으로�하였

기때문에�이것들의�순렬의�총�수�3!만�한�다음과�같은�순렬들이�순렬�(1)

과�일치한다.��

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

cbbaaa
cbbaaa
cbbaaa
cbbaaa
cbbaaa
cbbaaa

,,,,,
,,,,,
,,,,,
,,,,,
,,,,,
,,,,,

123

213

132

312

231

321

�3!개�

 
b에�대해서도�마찬가지이므로�구하려는�(1)의�순렬의�총�수�x는�같기식�

6!=x×3!×2!�

을�만족시킨다.��

그러므로�

x= 60256
!2!3

!6
=××= �

�답.�60가지�

�

일반적으로�n개의�원소들가운데�같은것들이�각각��p개,�q개,�r개,�…이�있고��

p�＋�q�＋�r＋�…�=�n�
일�때�이�n개의�원소들로�만든�순렬의�총�수는�

�

�

�

�

�

수자�1이�4개,�2가�2개�있다.�이것으로�만들수�있는�여섯자리수는�몇개

인가?�

(풀이)�4+2=6이므로�

15
!2!4

!6
= �

답.�15개�

L!!!
!
rqp

n

례� 4�
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7개의� 수자� 0,� 0,� 1,� 1,� 1,� 2,� 2로� 만들수� 있는� 일곱자리수는�

몇개인가?�

�

(풀이)�0이�왼쪽�첫자리에�오면�수를�만들수�없다.�

첫자리에�1이�오는�경우의�수는� 90
!2!2!2

!6
= ��

첫�자리에�2가�오는�경우의�수는� 60
!1!3!2

!6
= ��

따라서�구하려는�수는��

90+60=150�

또는�다음과�같이�구할수도�있다.�

왼쪽�첫�자리에�0이�오면�수를�이루지�못하므로�그�경우를�제외하면�

15060210
!2!3!1

!6
!2!3!2

!7
=−=− �

답.�150개�

 

문Ã제Ã

 

1.�다음�차례곱을�계산하여라.�

1)�7!� � � � � 2)�10!�

2.�다음것들가운데서�옳은것을�지적하여라.�

1)�P k
n �(�n≥ k)은�늘�1보다�작지�않은�옹근수이다.�

2)�n차례곱은�1부터�n까지의�수를�모두�곱한것이다.�

3)�P k
n = )!(!

!
knk

n
−

 

3.�다음�같기식을�증명하여라. 

1)�(n+1)!-n!=�n·n!� � � 2)�P k
n =(n-k+1)P 1−k

n �

4.�5개의�수자�3,�3,�3,�5,�5로�만들수�있는�다섯자리수는�모두�몇개인가?�

5.�붉은�기발�4개,�노란�기발�3개,�흰�기발�2개를�1렬로�배렬하여�만들수�있는�

신호는�모두�몇가지인가?�

 

�

�

�

�

�

�

 탐�구�

원소들을�원형으로�배렬하는�순렬을�원순렬이라고�부른다.�

5명의�학생이�원형으로�둘러서서�공을�찰�때�그들이�둘러서는�방법에

는�몇가지가�있겠는가?�

례� 5�
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지금까지의�순렬에서는�n개의�원소들가운데서�같은�원소를�두번이상�반복�취하

는�경우는�제외하였다.�같은�원소를�반복하여�취할수�있는�순렬을�중복순렬이라고�

부른다.�

중복순렬의�총�수가�얼마인가를�보자.�

�

��������5개의� 수� 1,� 2,� 3,� 4,� 5를� 반복하여� 사용할수� 있을� 때� 4자리수를�

만드는�방법에는�몇가지가�있겠는가?�

(풀이)�네자리수의� 1� 000의� 자리에는� 1,� 2,� 3,� 4,� 5가운데� 임의의� 수자를�

놓을수�있다.�따라서�그�방법에는�모두�5가지가�있다.�

100의�자리에도�1,�2,�3,�4,�5가운데�임의의�수자를�놓을수�있으므로�

그�방법�역시�5가지이다.�

마찬가지로� 10의� 자리,� 1의� 자리에도� 각각� 5가지� 방법으로� 놓을수�

있으므로�적의�법칙에�의하여�네자리수를�얻는�방법의�총�수에는��
455555 =××× =625�

답.�625가지�

일반적으로�서로�다른�n개의�원소에서� r개씩�취하여�만드는�중복순렬의�총�수를�

∏ r
n 로�표시하면�

�

�

�

�

(증명)�n개의�원소를�� naaa ,,, 21 L 으로�표시하자.�

첫자리에는�n개의�원소� naaa ,,, 21 L 가운데�어느�하나라도�놓일수�있으

므로�그�방법은�n가지이다.�다음으로�둘째�자리를�고찰하여도�사정은�마

찬가지이다.�이와�같은�과정을�r번�반복하게�되므로�구하려는�중복순렬의�

총수�∏ r
n 는�적의�법칙에�의하여��

∏ r
n =

r

r

nnnn =××× 43421 L �

�

(주의)�중복순렬에서는�n< r일수도�있다.�

�

�

����7���수자�3,�5,�7,�9를�가지고�만들수�있는�세�자리수는�모두�몇개인가?�

�

(풀이)�이것은�4개의�수에서�3개씩�뽑은�중복순렬이므로��

∏ 3
4 =4

3�=64�

답.�64개�

∏ = rr
n n

례� 6�

례� 7�
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문 제 

 

1.�세가지�색갈을�가진�기발을�4번�써서�만들수�있는�신호의�종류에는�몇가지가�있

겠는가?�

2.�0,�1,�2,�3,�4,�5의�6개의�수자를�반복하여�쓸수�있을�때�세자리수를�만드는�방

법에는�몇가지가�있겠는가?�

3.�사과�2알,�배�2알,�복숭아�8알이�들어있는�그릇이�있다.�7명의�어린이들에게�그

릇에서�임의로�7알을�꺼내여�1알씩�주는�방법은�모두�몇가지인가? 

4.�수자�1,�2,�3,�4,�5,�6,�7가운데서�같은�수자가�거듭�들어가는것을�허용할�때�

짝수인�네자리수는�몇개인가?�

 

�

�

�

1.�다음것을�계산하여라.�

1)� 5
7

6
7

4
9

5
9

PP
PP

+
+

� � � � 2)� 6
8

5
8

4
10

5
10

PP
PP

+
−

�

3)� ))(( 123
3

4
4 nn PPPP −− � � � 4)� 2

34

n

nn

P
PP −

�

2.�x , m∈N ,  m＜19＜x일�때�(x-m)(x-m-1)…(x-19)를�순렬을�써서�표시하면�어느것이�

옳은가? 

1) 19−
−
x

mxP   2) m
mxP −

−
20   3) m

mxP −
−

19   4) m
mxP −

−
18  

3.�다음 방정식을 풀어라. 

1)� 562 =xP � 2)� 2
3

3 xPPx = ����3)� 33
2 10 xx PP = � ��4)� )( 45

xx PP + ÷ 13 =xP �

4.�5 3
1

4
1

3 12)( ++ =+ nnn PPP 에�맞는�n의�값을�구하여라.�

5.�달림길이�네줄로�되여있는�경기장에서�4명의�선수들이�차지하는�방법은�몇가

지인가?�

6.�수자�1,�2,�3,�4,�5,�6,�7에서�서로�다른�수자를�뽑아서�만든�다섯자리수가운데

서�25의�배수는��몇개인가?�

7.�8개의�수자�0,�1,�2,�3,�4,�5,�6,�7을�가지고�같은�수자가�거듭�들어가지�않는

네자리수를�몇개�만들수�있는가?��

8.�수자�1을�2개,�0,�2,�3을�1개씩�써서�만들수�있는�다섯자리수는�모두�몇개인가?�

9.�7개의�수자�0,�1,�1,�1,�2,�2,�3을�써서�만들수�있는�일곱자리수는�모두�몇개

인가?�

10.�5개의�수자�0,�1,�2,�3,�4가운데서�같은�수자가�거듭�들어가는것을�허용할�때

4자리수는�모두�몇개인가?�

련 습 문 제
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11.�같은�수자가�거듭�들어가는것을�허용할�때�4개의�수자�1,�2,�3,�4를�가지고�다

섯자리수는�몇개�만들수�있는가?�

12.�x+y+z+u=7을�만족시키는�x ,  y ,  z ,  u  의 자연수풀이는�몇묶음�있는가? 

���

�알아보기�선수�4명가운데서�출전선수�3명을�선발하는�방법에는�몇가지가�

있겠는가?�부분모임을�찾으면�되겠는가?�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(주의)�조합에서는�순렬과는�달리�취한�원소들의�순서를�고려하지�않는다.�

�

일반적으로�다음�공식이�성립한다.�

�

�

�

�

�

�

(증명)�이�공식을�증명하기�위하여�n개의�서로�다른�원소가운데서�r개의�원소를�

취한�순렬의�총수를�두가지�방법으로�구하자.�

먼저�n개의�서로�다른�원소에서�r개의�원소를�취한�순렬의�총�수는�공식에�

의하여�

( )( ) ( )121 +−−−= rnnnnPr
n L � � � (1)�

�

한편�n개의�서로�다른�원소에서�r개�취한�조합의�총�수를�x라고�하면�그

가운데의�매개�조합은�r개의�원소를�가진다.�이�매개�조합에�대하여�순

렬을�만들면�매번�r!개의�순렬을�얻으며�따라서�순렬의�총�수는��

�

!rx× � � � � � (2)�

(1) 과�(2)로부터��
r

nPrx =× ! �

n개의�원소가운데서�r개의�원소를�취하되�순서를�고려하지�않은�

매개�렬을�n개의�원소에서�r개�취한�조합이라고�부르며�이때�조합의�

총�수를�
r
nC �(또는� ( )r

n )�

로�표시한다. 

( ) ( )
!

12)1(
! r

rnnnn
r

r
nPr

nC
+−−−

==
L

제 2 절. 조  합 
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즉�

( )( ) ( )
!

121
! r

rnnnn
r

P
Cx

r
nr

n
+−−−

===
L

�

�

�

������40개의�제품이�들어있는�제품상자에서�3개의�제품을�꺼내여�검사한다.�

3개의�제품을�꺼내는�방법은�몇가지�있는가?�

(풀이)�제품을�꺼내는�방법의�수는�40개의�원소에서�3개씩�뽑은�조합의�총수와��

같으므로�

8809
3·2·1
38·39·403

40 ==C �

답.�9�880가지�

�

��������6개의�평행직선과�5개의�평행직선이�사귈�때�얻어지는�평행4변형의�총�

수를�구하여라.�

(풀이)�이때�매개�평행4변형은�6개의�평행직

선들가운데서�어느�2개와�5개의�평행

직선들가운데서� 어느� 2개에� 의하여�

얻어진다.�그런데� 6개의�평행직선에

서�2개씩�뽑는�방법은� 2
6C 가지이고�

5개의�평행직선에서�2개씩�뽑는�방

법은� 2
5C 가지이므로�평행4변형의�총

수는�

2
6C × 2

5C = 150
2·1
4·5·

2·1
5· 6

= �

답.�150가지�

Ã

문 제 

1.�다음것을�계산하여라.�

1)� 4
5C � � � 2)� 4

7C �� � � 3)� 2
10C �

2.�볼록�n각형은�대각선을�몇개�가지는가?��

3.�4명의�학생이�수학,�물리,�화학소조에�참가하는데�매�사람이�한가지를�선택한�

다면�서로�다른�선택방법은�몇가지인가?��

그림�5-2�

례�1�

례� 2�
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�

조합의�공식을��

�

�

�

�

�

로�표시할수도�있다.�

만일� 10 =nC 이라고�하면�우의�공식의�오른변에서도�r=0일�때��

1
!!0

!0 ==
n

nCn �

이므로�우의�공식은�r=0인�경우에도�그대로�성립한다.�이때�0!=1로�본다.�

�

다음의�같기식들도�성립한다.�

�

�

�

�

�

(증명)�조합의�공식으로부터��

( ) !!
!
rnr

nC r
n −
= �

( ) ( )[ ] ( ) !!
!

!!
!

rrn
n

rnnrn
nC rn

n −
=

−−−
=− �

이므로��

�
rn

n
r
n CC −= �

�

�

�

�

�

(증명)�
( )
( ) !1!

!1
1 +−

+
=+ rnr

nC r
n 이고�

( ) !!
!
rnr

nC r
n −
=  

1°�
rn

n
r
n CC −=

2°�
1

1
−

+ += r
n

r
n

r
n CCC �
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( ) ( ) ( )!1!1
!

!!
!1

+−−
+

−
=+ −

rnr
n

rnr
nCC r

n
r
n �

�

( )
( )

( )
( )

( )
( )!1!

!1
!1!

1!
!1!

!1!
+−

+
=

+−
+

=
+−
++−

=
rnr

n
rnr

nn
rnr

rnrnn
��

�

이므로�
1

1
−

+ += r
n

r
n

r
n CCC �

�

��������다음것을�계산하여라.�

1)� 78
80C �� � � � 2)� 999

0001C �

(풀이)�1)� 78
80C = 1603

2·1
79·802

80 ==C �

2) 999
0001C = 00011

0001 =C ��

 

문 제 

 

1.�다음것을��계산하여라.�

1)� 27
28C � � 2)� 83

85C � � 3)� 598
600C � � 4)� 9999

00010C �

2.�다음�명제에서�옳은것을�찾아라.��

1)�n개에서�k개씩�뽑은�조합은�n개에서�k개씩�뽑은�순렬의�k!배와�같다.�

2)� 5
1

43
+=+ mmm CCC �

3)� k
n

m
n CC = 이면��m= k 이다. 

4)�
1

1

+
−

=
+

r
rm

C
C

r
m

r
m �

3.�n+1개의�원소로�된�모임�｛a1,  a2,  a3�,�… , an , b｝에서�k+1개씩�뽑아서�만든�

조합의 총 수� 1
1
+
+

k
nC 을�b를 포함하는�조합의�총 수와�b를�포함하지�않는�조합의�총 

수를�따로�구하여�더하는�방법으로�표시하여라. 
4.�다음�같기식이�성립한다는것을�증명하여라.�

1)� 2
2

212 +
+

++ =++ k
n

k
n

k
n

k
n CCCC � � 2)� 3

3
321 33 +

+
+++ =+++ k

n
k
n

k
n

k
n

k
n CCCCC �

 

 

�

1.�6개의�원소로�된�모임�｛a ,  b ,  c ,  d  , e,   f｝에서�4개씩�뽑은�조합을�다�써라.�

2.�다음�같기식에서�늘같기식이�아닌것을�지적하여라.�

례� 3
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1)� mn
n

m
n CC −= �( )nm ≤ �� � 2)�(n+2)(n+1) )(2

2 nmPP m
n

m
n ≤= +

+ �

3)� )(
!

nm
n
P

C
m

nm
n ≤= � � � 4)� )1(1

11 nmCCC m
n

m
n

m
n <≤+= −

−− �

다음것을�계산하여라.(3-4)�

3.�1)� k
n

k
n

n
n CCCCC 1

11
60

59
60

2
−

+− −+ 3)2) ��

4.�1)� 5
5

4
5

3
5

2
5

1
5

0
10

1
10

2
10

3
10 432 CCCCCCCCC +++++++ 2) �

5.�계산을�하지�말고�다음�같기식이�옳다는것을�증명하여라.�

7
7

6
7

5
7

4
7

3
7

2
7

1
7

0
7

5
5

4
5

3
5

2
5

1
5

0
5

CCCCCCCC

CCCCCC

+++=+++

++=++

2)

1)
�

6.�다음�같기식이�성립한다고�말할수�있는가?�

n
m

n
m

n
m

m
mm

mmm

CCCCC

CCCPC

=+=

=+=
−
−−

−
++

+

1
11

2
3

5
3

5
1

433
5

3
10

4)3)

2)1)
��

7.�다음�방정식을�풀어라.���

1)� 1012411 22
2

2
1

3 =+= −
−+

x
xxxx CPCC 2) �

3)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

136

272
y
x

y
x

C

P
� � � ���4)�

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=÷

=÷

−

−

3
5
10

1

1

y
x

y
x

y
x

y
x

CC

PP
�

5)�
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=÷

=÷

−

−

9
8
8

13
2

3
2

13
2

3
2

y
x

y
x

y
x

y
x

CC

PP
�� ���6)� 5:5:3:: 2

2
1
22 =+

+
+
++

y
x

y
x

y
x CCC �

8.� =+++ 5432 51292 nnnn CCCC )2()1(
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1 22 +− nnn 가�성립한다는것을�증명하여라.�

9.�20명의�병사와�3명의�사관이�있다.�3명의�병사와�1명의�사관으로�습격조를�조직

하는�방법은�몇가지인가?�

10.�몇개의�단체가�련맹전의�방법으로�롱구경기를�하려고�한다.�경기를�모두�36번�

한다면�몇개의�단체가�참가하겠는가?�

11.�15명으로�조직된�한�분조가�A,�B,�C�세�장소에�갈라져서�일하려고�한다.�A에는�

8명,�B에는�4명,�C에는�3명�배치한다면�배치하는�방법에는�몇가지�있겠는가?�

12.�평면에�서로�다른�n개의�점이�있다.��

1)�어느�세�점도�한�직선에�놓이지�않을�때�이�점들을�정점으로�하는�3각형을�

몇개�그릴수�있는가?�

2)�k개의�점이 한�직선에�놓일 때 이 직선의�k개의�점을�정점으로�하는�3각형을 
몇개�그릴수 �있는가?�
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13.�원에�내접하는�10각형의�세�정점을�맺는�3각형가운데서�

1)�10각형과�두�변을�함께�가지는것은�몇개인가? 

2)�10각형과�한�변을�함께�가지는것은�몇개인가?��

3)�10각형의�변을�가지지�않는것은�몇개인가?�

14.�바른�6면체의�정점들을�세�정점으로�하는�3각형은�모두�몇개인가?�그가운데서

바른6면체의�면에�놓이지�않는것은�몇개인가?�
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따라서�n=�k+1인�경우에도�성립한다.��

그러므로�주어진�식은�임의의�자연수�n에�대하여�성립한다.�
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이�식에서�x9의�곁수를�구하려면�
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즉�r=3을�취한다.��
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여섯째�마디이다.��
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x 의�전개식에서� x가�들어있지�않는�마디를�구하여라.�

6.� ( )nx+1 의�전개식에서�넷째�마디와�여섯째�마디의�곁수가�같다.� n을�구하여라.�
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x 의�전개식에서�일반마디와�가운데마디를�구하여라.�

9.� ( )102 x+ 의�전개식에서�가장�큰�곁수를�가지는�마디를�구하여라.�

10.� ( )( ) ( )5222 yxyxyx +++ 의�전개식에서�모든�곁수들의�합을�구하여라.�

11.� ( )52+x 의�전개식에서�두번째�마디의�값이�1�000보다�크게�되는� x 의�범위를�

구하여라.�
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1.�1부터�9까지의�수자를�써서�같은�수자가�거듭�들어가지�않는�네자리홀수를�몇개�

만들수�있는가?�

2.�7명의�학생을�나란히�세우는�방법은�몇가지�있는가?�키가�가장�큰�학생이�끝에�

있도록�나란히�세우는�방법은�몇가지인가?�

복 습 문 제



 153

3.� ( )10cba ++ 의�전개식에서� 334 cba 마디의�곁수를�구하여라.�

4.�수자�0,�1,�2,�3을�가지고�5자리수를�몇개나�만들수�있는가?�

5.�최우등생�10명과�우등생�6명가운데서�각각�3명씩�뽑는�방법은�몇가지�있는가?�

6.�10명의�학생을�3개의�호실�A,�B,�C에�배치하려고�한다.��

1)�A에�4명,�B,�C에�각각�3명씩�배치하는�방법은�몇가지�있는가?�

2)�지적된�한�학생을� �A에�배치하고�나머지�9명을�A,� B,� C에�각각� 3명씩�

배치하는�방법은�몇가지인가?�

7.�어떤�소조에�10명의�학생이�있는데�그가운데서�3명이�녀학생이다.�2명의�대표를

선출하려고�한다.�적어도�1명이�녀학생이�되게�하는�선출방법은�몇가지인가?�

8.�서로�다른�2n개의�원소에서�n개씩�뽑은�조합가운데서�지적된�한�원소를�포함하는�

조합의�수와�포함하지�않는�조합의�수는�같다는것을�증명하여라.�

9.�다음�같기식에서�늘같기식이�아닌것을�찾아라.��
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방법으로�1등과�2등,�3등과�4등을�결정한다.�매�선수권대회에서는�총�몇번의�

경기를�하는가?�

11.�다음�식의�전개식에서�모든�곁수들의�합을�구하여라.�
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의�전개식이�상수마디를�포함한다는것을�증명하고�이때의�상수마디�

를�구하여라.�
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�

�

１. 행 렬 

알아보기 1.�다음의�표는�물질�Ｈ 2 ，ＣＯ，ＣＯ 2 ,�H 2 O,�H 2 CO 3들에�들어

있는�수소（H）,�탄소（C）,�산소（O）의�개수를�표시한것이

다．�

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

31210
10110
22002

� � 표�1�

(1)�이�표에서�가로줄의�수들은�무엇을�의미하는가를�말하여라.�

(2)�이�표에서�세로줄의�수들은�무엇을�의미하는가를�말하여라.�

2．다음의�표는�세�종류의�집짐승먹이�X,�Y,�Z들에�포함되여있는�

비타민�A,�B,�C들의�량을�표시한것이다．�

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

333

222

111

ZYX

ZYX

ZYX

� � 표�2�

(1)�이�표를�보고�먹이�X에�포함되여있는�비타민들의�총량을�구

하여라．�

(2)�이�표를�보고�먹이�X,�Y,�Z들에�포함되여있는�비타민�B의총

량을�구하여라．�

�

�

�

�
 
행렬에서�가로줄을�행，세로줄을�렬이라고�부른다.�행렬에�들어있는�매개�수를�그�

행렬의 원소라고�부른다．행과�렬의�개수가�같은�행렬을�바른행렬이라고�부르며

（n，n）형바른행렬을�n차행렬이라고�부른다．�

（m，n）형행렬을�다음과�같이�표시한다．�

A=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

�

또는�간단히�

A= ( )
⎩
⎨
⎧

=
=

nj
mi

aij ,,2,1
,,2,1

L

L
�

행렬은�량들의�호상관계를�표시하는데�리용된다.�

m× n개의�수들로�m개의�가로줄과�n개의�세로줄의�사귐점들에�배렬

한�직４각형모양의�표를� ( )nm, 형행렬이라고�부른다．

제 1절.  행렬과 그 산법 
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여기서�매�원소의�밑에�붙은�수들을�첨수라고�부르는데�그것은�그�원소가�어느�

행，어느�렬의�원소인가를�표시한다．�

첫째�첨수는�행의�번호이고�둘째�첨수는�렬의�번호이다．�

�

�������표�1의�행렬은�3개의�행과�5개의�렬을�가지는�（3，5）형행렬이다.�표�1

의� 행렬은� 원소� H,� C,� O들에� 관한� 물질� H2,� CO,� CO2,� H2O,�

H2CO3�들의�원자행렬이다.�

표�2의�행렬은�(3,�3)형바른행렬�즉�3차행렬이다.�표�2의�행렬은�비타민�

A,�B,�C들에�관한�먹이�X,�Y,�Z들의�먹이행렬이다.�

�

��������행렬�

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

3
4
1
2

은�４개의�행과�１개의�렬을�가지는（4，1）형행렬이고�행렬�

(3��2��-5��0��1)�

은�1개의�행과�5개의�렬을�가지는�（1,�5）형행렬이다．�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���������

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
zy
x

dc
ba ω

zdycxba ====⇔ ,,,ω �

�

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
43
21

043
021

�

같은�형의�두�행렬�Ａ와�Ｂ에서�같은�자리에�있는�원소들끼리�모두�같을때�

두�행렬�Ａ와�Ｂ는�같다고�말하고�이것을�Ａ＝Ｂ로�표시한다． 

렬 

행

행의�개수 렬의�개수 

(m, n)형행렬 

례�2

례� 1

례� 3�
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문 제 

 

1.�다음의�지적된�형의�행렬들을�써라．�

(3,�1),�(1,�3),�(2,�3),�(3,�2),�(2,�2),�(3,�3)�

2.�다음�행렬들은�어떤�형의�행렬들인가?�

�

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

1032
2431

3
2
7

10274 3)2)1) �

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

2102
4023
3512

14
31
52

000
235
321

6)5)4)  

3.�다음�같기식이�성립하는�x，y，u, v를�구하여라.�

1)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

5
3

32

25
3

v
u

y
x

��

�

2)� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
52
31

1
4

vu
vu

yx
yx

�

 

2. 행렬의 더하기 

 

������세가지�종류의�제품�Ｘ，Ｙ，Ｚ를�생산하는�두�공장의�지난해�상반년도

와�하반년도의�생산실적들은�다음�표와�같다．��

�

�

�

�

�

이때�두�공장의�지난해�생산실적들은�다음�표와�같다．�

X���Y���Z� � � � X���Y���Z�

�첫째�공장 35��18��26��������������첫째�공장�32��25��30�

�둘째�공장 40��15��23��������������둘째�공장�45��22��25 

(상반년도)� (하반년도)�

례� 1�
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�

�

�

�

이�표들을�행렬로�표시하면�다음과�같다．�

�

A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
231540
261835

,�B= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
252245
302532

,�C= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
483785
564367

�

�

여기서�행렬�Ｃ는�행렬�Ａ와�Ｂ에서�같은�자리에�있는�원소들끼리�더하여�

얻어진것이다．�

즉�

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++
+++

483785
564367

252322154540
302625183235

�

�

�

�

�

�

�

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++
+++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

232322222121

131312121111

232221

131211

232221

131211

bababa
bababa

bbb
bbb

aaa
aaa

�

�

��������A�=�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

15
23
12

,�B�=�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 42
34
01

일�때�A+B와�B+A를�구하여라.�

�

(풀이)�

A+B=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−+
+−+
++

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

33
17
13

4)1()2(5
3)2(43
0112

42
34
01

15
23
12

�

�

B+A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++−
−++
++

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 33
17
13

)1(45)2(
)2(334

1021

15
23
12

42
34
01

�

같은�형의�두�행렬�Ａ와�Ｂ에서�같은�자리에�있는�원소들끼리�더하여�

얻은�행렬을�두�행렬�Ａ와�Ｂ의�합이라고�부르고�Ａ＋Ｂ로�표시한다． 

����������X��Y��Z�

첫째�공장 67�43�56��

둘째�공장�85�37�48 

례�2�
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문 제 

 

1.�다음것을�계산하여라.�

1)� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
13
51

46
23

� � � 2)� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
352
123

073
315

�

2.�1)�A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−13

12
,�B= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
32
21

일�때�A+B와�B+A를�구하여라.�

2)�임의의�2차행렬�A,�B에�대하여�A+B=B+A가�성립한다는것을�증명하여라.�

3.�1)�A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
251
301

,�B= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
321
143
,�C= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
031
114

일�때��

(A+B)+C,�A+(B+C)를�구하여라.�

2)�임의의�(2,�3)형행렬�A,�B,�C에�대하여�다음�같기식이�성립한다는것을�증명

하여라.�

(A+B)+C=A+(B+C)�

 

3. 행렬에 수를 곱하기 

��������두�종류의�먹이�X,�Y들에�들어있는�비타민�A,�B,�C들의�함량은�다음�

표와�같다.�

47C
63B
34A
YX

� � 표�3�

먹이생산공정을�현대화하여�이�먹이들에�들어있는�비타민들의�함량을�

평균�12%�높였다면�주어진�먹이들에�들어있는�비타민들의�량은�다음�표

와�같다.�

4.487.84C
6.723.36B
3.364.48A

YX

�� 표�4�

표�3과�표�4를�행렬로�표시하면�다음과�같다.�

A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

47
63
34

,���B=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

48.484.7
72.636.3
36.348.4

�

여기서�행렬�B는�행렬�A의�매개�원소에�1.12를�곱하여�얻은것이다.�

례� 1�
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�

�

�

�

A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

일�때�kA�=�k� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
kdkc
kbka

�

�

��������A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

13
01
21

일�때�3A와�(-2)A를�계산하여라.�

�

(풀이)�3A�=3
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

13
01
21

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

39
03
63

��

�

(-2)A�=(-2)
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

13
01
21

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

26
02
42

�

�

(주의)�행렬�A에�수� )0(1
≠k

k
을�곱할�때�

k
A
로�쓰지�말고�반드시� A1

k
로�써야�

한다.�

�

�

�

�

�

�

��������A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
145
312

일�때�

�

-A=(-1)� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
145
312

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

145
312

�

�

행렬�A와�행렬�B의�반대행렬의�합�A+(-B)를�A-B로�표시한다.�

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
zdyc
xba

zy
x

dc
ba ωω

�

행렬�A의�매개�원소에�수�k를�곱하여�얻은�행렬을�행렬�A에�

수�k를�곱한�적이라고�부르고�이것을�kA로�표시한다. 

행렬�A에�수�-1를�곱한�행렬을�행렬A의�반대행렬이라고�

부르고�그것을�-A로�표시한다. 

례� 2�
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��������A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

10
41
32

,�B=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

62
31
01

일�때��

�

A-B와�2B-3A,�B-B를�계산하여라.�

�

(풀이)�A-B=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

10
41
32

-
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

62
31
01

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−+
−−

52
12
31

6120
3411
0312

�

�

2B-3A=2
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

62
31
01

-3
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

10
41
32

�

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

124
62
02

-
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

30
123

96
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−

94
65
94

�

�

B-B=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

62
31
01

-
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

62
31
01
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
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−−−−
−−

6622
33)1(1
0011

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00
00
00

�

�

이와�같이�모든�원소가�령인�행렬을�령행렬이라고�부르고�그것을�글자�O로�표시

한다.�

�

행렬� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
000
000

은�(2,�3)형령행렬이고�행렬� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

은�2차령행렬이다.�

�

A가�임의의�형의�행렬이고�O가�A와�같은�형의�령행렬이면��

A+O=O+A=A�

가�성립한다.�

�

또한��

A+(-A)=(-A)+A=O�
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문 제 

  

1.�A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 21

31
,��B= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
02
41

,��C= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
32
21

일�때�다음것을�계산하여라.�

1)�2A� � � 2)�C- A
2
1

� � � 3)�OC-3B�

4)�B-2C� � � 5)� )B(A
2
3

+ �� � 6)� B
2
3A

2
3

+ �

2.�A와�B가�모두�(3,�2)형행렬들일�때�임의의�수�k에�대하여�k(A+B)= kA+kB가�성

립한다는것을�밝혀라.�

3.�A가�임의의�행렬일�때�임의의�두�수�k,ℓ들에�대하여��

k(ℓA)=ℓ( kA)=( kℓ)A�

가�성립한다는것을�밝혀라.�

 

4. 행렬의 곱하기  

 

����������두�종류의�제품�M,�N을�하나씩�생산하는데�필요한�자재�X와�Y의�량은�

표�5에서와�같고�X,�Y를�한�단위씩�생산하는데�필요한�원료�a,�b,�c의�

량은�표�6에서와�같다.�

64N
35M
YX

�������������

938Y
712X
cba
�

�

�

제품�M,�N들을�하나씩�생산하는데�필요한�원료�a,�b,�c의�량을�구하자.�

�

��A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
64
35

�,���B= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
938
712

������

�

1M=5X+3Y,��1X=2 a+ b+7c,�1N=4X+6Y,�1Y=8 a+3 b+9c�
와�같이�표시하면�

1M=5(2 a+ b+7c)+3(8 a+3 b+9c)�
1N=4(2 a+ b+7c)+6(8 a+3 b+9c)�

즉��

1M=(5·2+3·8) a+(5·1+3·3) b+(5·7+3·9) c�
1N=(4·2+6·8) a+(4·1+6·3) b+(4·7+6·9) c�

이리하여�제품�M,�N을�하나씩�생산하는데�필요한�원료�a,�b,�c�들의�

량은�다음�표와�같다.�

표�5� 표 6�
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822256N
621434M
cba
� � 표�7�

이제��

C= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
822256

261434
�

로�놓고�행렬�C가�행렬�A,�B에�의하여�어떤�방법으로�얻어졌는가를�보

자.�

C11=34=5·2+3·8�

에서�첫째�인수들은�행렬�A의�1행�(5�3)의�원소들이고�둘째�인수들은�

행렬�B의�1렬� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
8
2

의�원소들이다.�

C21=56=4·2+6·8�

에서�첫째�인수들은�행렬�A의�2행�(4�6)의�원소들이고�둘째�인수들�은�

행렬�B의�1렬� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
8
2

의�원소들이다.�

C23=82=4·7+6·9에서�

첫째�인수들은�행렬�A의�2행(4�6)의�원소들이고�둘째�인수들은�행렬�B

의�3렬� ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
9
7 의�원소들이다.�

이와�마찬가지로�행렬�C의�원소� jic 는�행렬�A의�i�째�행의�원소들과�행

렬�B의�j째�렬의�원소들을�차례로�하나씩�곱하여�더한�합과�같다.�즉�

cij= aij b�1j+ ai2 b�2j=∑
=

2

1k
kjikba ���

3,2,1
2,1

=
=

j
i

�

�

�

�

�

�

C=AB�

∑
=

=+++=
s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211 L ���

⎩
⎨
⎧

=
=

nj
mi

,,2,1
,,2,1

L

L
�

행렬의�곱하기는�첫째�행렬의�렬의�개수와�둘째�행렬의�행의�개수가�같은�경우에만

할수�있다.�

(m,  s)형행렬�A와�(s,  n)형행렬�B에�대하여�행렬�A의�i째�행의�원소들

과�행렬�B의� j째�렬의�원소들을�차례로�곱하여�더한�합� ci j를�원소로�하는�

(m,  n)형행렬�C를�두�행렬�A와�B의�적이라고�부르고�AB로�표시한다.�
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)3(56155211541
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363618
18214
21279

�

�

행렬의�곱하기에서는�일반적으로�바꿈법칙이�성립하지�않는다.�

A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
01

,��B= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10
일�때��

AB= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
01

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10
= ⎟⎟
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�

BA= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
01

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠
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⎛
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=
01
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00010011
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�

즉�AB�≠ BA�
 

문 제  

 

1.�다음�행렬들의�적을�구하여라.(곱하기가�가능하면)�

�

1)�(2�3�4)
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

5
1
2

    2)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

5
1
2

�(2�3�4) 

�

�

(m,  s)형행렬�×�(s,  n)형행렬�

���

�����������

�����������
=(m,   n)형행렬

례� 2�
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3)�(1�2�-1)
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

313
121
242

   4)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

313
121
242

�(1�2�-1) 

5)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

114
132
321

⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 1
3
1

2
2
1

   6)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−− 1
3
1

2
2
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

114
132
321

 

7)� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

2
3

2
2

3
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

5
3
1

3
3
1

   8)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

5
3
1

3
3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

2
3

2
2

3
1

�

�

2.�A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
3
1

2
1

�,��B= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 4

2
1
3

�,�C= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 4

2
1
3

일�때�다음것을�계산하여라.�

1)�(A+B)C� � 2)�AC+BC� � 3)�(AB)C� � 4)�A(BC)�

�

3.�A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

420
630
321

일�때�A2,�A3,�A4을�계산하여라.�

여기서�A n 은�A를�n번�곱한것이다.�

�

�

5. 1차변환 

몇가지�이동의�이동식들을�보자.�

�

직각자리표계가�정해진�평면에서�벡

토르� a =｛u,�v｝에�의한�평행이동�

a
f 의�이동식을�구하자.�

평면의�임의의�점�M(x,�y)에�대하여��

a
f :�M(x,�y)→M1(x1,�y1)�

라고�하면�

M1(x1,�y1)�

a =｛u,�v｝
O x 

y

그림�6-1�

M(x,�y)�

례� 1�
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},{OM},,{OM

OMMMOMOM

111

1

yxyx

a

==

+=+=
�

따라서� �
⎩
⎨
⎧

+=
+=

vyy
uxx

1

1
�

이것은�평행이동� af r의�이동식이다.�

�

회전중심이� 자리표원점� O이고� 회전각이�

θ인�회전이동� θf 의�이동식을�구하자.�

그림�6-2에서�보는바와�같이��

OM= α=∠= OM,OM1 xr �

라고�하면�

⎩
⎨
⎧

=
=

α
α

sin
cos

ry
rx

����
⎩
⎨
⎧

+=
+=

)sin(
)cos(

1

1

θα
θα

ry
rx

�

따라서��

θθθαθα
θθθαθα

sincossincoscossin
sincossinsincoscos

1

1

xyrry
yxrrx

+=+=
−=−=

�

즉� �
⎩
⎨
⎧

+=
−=

θθ
θθ

cossin
sincos

1

1

yxy
yxx

�

이것이�회전이동� θf 의�이동식이다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

행렬��

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

22

11

ba
ba

�

을�1차변환의 행렬이라고�부른다.�

a1,�b1,�c1,�a2,�b2,�c2가�상수일�때�직각자리표계가�정해진�

평면에서�점�M(x,�y)을�식��

⎩
⎨
⎧

++=
++=

2221

1111

cybxay
cybxax

�

에�의하여�결정되는�점�M1(x1,�y1)로�옮기는�변환을�1차변환 

(또는 선형변환)이라고�부른다. 

여기서�� 0
22

11 ≠
ba
ba

�

례� 2�

α 
θ 

O� x 

y 

그림�6-2�

M1(x1, y1) 

M (x, y) 
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평행이동과�회전이동은�1차변환들이고�행렬은�각각�다음과�같다.�

�

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

,�� ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
θθ
θθ

cossin
sincos

�

�

문 제 

 

1.�자리표계가�정해진�평면에서�축대칭이동의�변환식과�변환행렬을�구하여라.�

2.�자리표계가�정해진�평면에서�중심닮음변환의�변환식과�변환행렬을�구하여라.�

3.�자리표계가�정해진�평면에서�점�A(0,�0),�B(1,�0),�C(-1,�1)들을�각각�점��

A1(-1,�1),�B1(-3,�0),�C1(0,�-1)�

들로�옮기는�1차변환의�변환식과�변환행렬을�구하여라.�

�

알아보기�평행이동을�거듭한것은�1차변환인가?�

�

�

�������x축에�관한�대칭이동� xf 에�회전중심이�자리표원점이고�회전각이�
2
π
인�

회전이동��
2
πf 를�거듭하자.�이것을�

2
πf ∘ xf 로�표시하자.�

x축에�관한�대칭이동� xf 의�변환식은��

⎩
⎨
⎧

−=
=

yy
xx

1

1
�

회전이동�
2
πf 의�변환식은�

⎩
⎨
⎧

=
−=
xy

yx

1

1
�

따라서�
2
πf ∘ xf 에�의하여�점�M(x,�y)은�점� ),(M xy′ �x)로�옮겨진다.�

즉�
2
πf ∘ xf 은�직선�y=x에�관한�대칭이동이고�변환행렬은�

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10

�

즉�변환행렬은�회전이동�
2
πf 의�변환행렬과�대칭이동� xf 의�변환행렬의�적

과�같다.�
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문 제  

 

1.�x축에�관한�축대칭이동에�y축에�관한�축대칭이동을�거듭한것은�1차변환인가?�

2.�두�중심닮음변환�(�k1,�0),�(�k2,�0)을�거듭한것은�1차변환인가?�

 

  

�

�

1.�다음의�같기식에�맞는�x ,  y ,  u ,  v의�값을�구하여라.�

1)� ⎟⎟
⎠
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⎛
−
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⎠

⎞
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−
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�� � 2)� ⎟⎟
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�

2.�행렬�

A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

132
301
023

,� B=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

310
252

321
,� � C=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

121
324
351

�

에�대하여�다음�계산을�하여라.�

1)�A+B-C� � 2)�2A+3B� � 3)�3B-4C�

3.�A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

231
123
321

,�B=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
210
112

421
일�때�AB-BA를�계산하여라.�

4.�다음의�행렬의�적을�구하여라.�

1)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

4
2
1

1
1
2

721
305
213

� � � 2)�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

101
112
111

321
212
113

�

5.�A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− 13

21
,�B= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
14
42

일�때�다음�같기식이�성립하는가?�

(A+B)(A-B)=A2-B2�

여기서�A2,�B2은�각각�AA,�BB를�표시한것이다.�

련 습 문 제
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6.�직각자리표계가�정해진�평면에서�∠xoy의�2등분선�ℓ에�관한�축대칭이동�fℓ의�변

환식과�변환행렬을�구하여라.�

7.�직각자리표계가�정해진�평면의�임의의�점�M에서�x축에�그은�수직선의�밑점을�

M0이라고�하고�선분�MM0의�가운데점을�M1이라고�하자.�이때�평면의�임의의�점�

M(x,�y)를�M1(x1,�y1)로�옮기는�1차변환의�변환식과�변환행렬을�구하여라.�

8.�1차변환들을�거듭한것은�1차변환이라는것을�증명하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 탐�구

�

1.�련립1차방정식���

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

rzcybxa
qzcybxa
pzcybxa

333

222

111

��

�

은�행렬의�곱하기를�리용하여�다음과�같이�표시할수�있다.�

AX=B�

여기서��

�
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

r
q
p

z
y
x

cba
cba
cba

B,X,A

333

222

111

�

�

이것은�주어진�련립방정식을�푼다는것은�행렬��X를�구한다는것을�의미한다.�

이러한�행렬�X가�존재하자면�행렬�A에�대하여�어떤�조건이�성립해야�하는가?�

2.�임의의�두�n 차행렬�A,�B에�대하여�같기식�

(A+B)k=∑
=

−
k

i

ikii
kC

0

BA �

가�성립하자면�어떤�조건이�있어야�하는가?�

�
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1. 3차행렬식 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

련립1차방정식�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

rzcybxa
qzcybxa
pzcybxa

333

222

111

�

을�쉽게�푸는데서�곁수들로�만든�표시��

333

222

111

cba
cba
cba

�

가�많이�리용된다.�

행렬식의�계산규칙을�그림으로�그려보면�다음과�같다.�

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

��������다음�3차행렬식을�계산하여라.�

�

D

132
312
203

−

−
= �

례�

9개의�수� 333222111 cbacbacba ,,,,,,,, 들로�만든�표시��

333

222

111

cba
cba
cba

= 312231123213132321 cbacbacbacbacbacba −−−++ ���

를�3 차행렬식이라고�부른다.�

제 2 절. 행 렬 식 

132 cba  

321 cba  

213 cba  

231 cba−

123 cba−

312 cba−

333

222

111

cba
cba
cba
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(풀이)� 40333102)2(1)2(30)2()2(32113D −=⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅−−⋅⋅−+−⋅⋅+⋅⋅= �

 

문 제  

�

다음�3차행렬식들을�계산하여라.�

1)�

432
321
111

−
� � 2)�

341
125
412

− � � 3)�

427
632
153

−
−

−
��

�

4)�

321
215
432

−
− � � 5)�

a
a

−
+

111
111
010

�� 6)�

f
ed
cba

00
0 �

 

2. 행렬식의 성질 

행렬식을�간단히�계산할수�있는�방법을�찾기�위하여�행렬식이�어떤�성질을�가지

는가를�살펴보자.�

행렬식�

D=

333

222

111

cba

cba

cba

�

의�매�행이�그�원소들의�순서는�보존하면서�같은�번호를�가지는�렬이�되게�행렬식을�

변형하면�다음과�같은�행렬식이�나온다.�

D1=

321

321

321

ccc
bbb
aaa

�

행렬식을�이와�같이�변형하는것을�행렬식을�전위한다고�말한다.�

행렬식을�전위하면�그�값이�어떻게�되겠는가를�보자.�

D의�마디� 132 cba 는�D1의�마디로도�되는데�D에서도�《+》부호를�가지고�D1에서

도�《+》부호를�가진다.�또한�D의�마디� 231 cba 은�D1의�마디로도�되는데�D에서도�

《-》부호를�가지고�D1에서도�《-》부호를�가진다.�다른�마디들에�대해서도�D와�D1

에서�꼭같은�부호들을�가진다는것을�알수�있다.�
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[성질�1]�행렬식은�전위하여도�그�값이�변하지�않는다.�

그러므로��

D=D1�

�

�

�

�

성질�1)에�의하여�행렬식의�행에�대하여�성립하는�모든�성질들은�렬에�대하여�

성립하고�거꾸로�렬에�대하여�성립하는�모든�성질들은�행에�대하여�성립한다.�

그러므로�앞으로는�행에�대하여서만�고찰한다.�

�

행렬식�D에서�임의의�두�행을�바꾸어놓은�행렬식을��D2라고�하자.�

례컨대��

D2=

222

333

111

cba
cba
cba

�

라고�하자.�

D의�마디� 321 cba 은�D2의�마디로도�되지만�D에서는�《+》부호를�가지고�D2에서

는�《-》부호를�가진다.�또한�D의�마디� 231 cba 은�D2의�마디로도�되지만�D에서는�

《-》부호를�가지고�D2에서는�《+》부호를�가진다.��

다른�마디들에�대해서도�D와�D2에서�서로�다른�부호들을�가진다는것을�알수�있다.�

그러므로�D2=-D�

�

 

 

문 제 

�

1.�행렬식에서�한�행(렬)의�모든�원소가�령이면�그�행렬식의�값은�어떻게�되겠는가?�

2.�행렬식에서�행(렬)들의�순서를�거꾸로�고치면�그�행렬식의�값은�어떻게�되겠는가?�

3.�행렬식에서�두�행(렬)이�같으면�행렬식의�값은�어떻게�되는가?�

�

�

�

�

례컨대�
22

11

kbka
ba

�= ( )
22

11
12211221 ba

ba
kbabakbakbak =−=− �

[성질�2]�행렬식에서�두�행을�서로�바꾸면�행렬식의�값은�부호만�변한다.�

[성질�3]�행렬식에서�임의의�한�행의�모든�원소들을�k 배�하면�그�

행렬식의�값은�주어진�행렬식값의�k배로�된다.�
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성질�3은�행렬식에서�임의의�행의�모든�원소들의�공통인수를�행렬식기호밖으로�

내보낼수�있다는것을�보여준다.�

�

��������다음�행렬식을�계산하여라.�

D=

1424
453
712

−
−

−
�

(풀이)�D= 002
712
453
712

2
72)1(222

453
712

=⋅=
−

−
−

⋅=
⋅−⋅⋅

−
−

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

례컨대�

2211

21

11222112211221
21

21

21

21 )()()()(

cbcb
aa

cbacbacacababa
cc
aa

bb
aa

++
=

+−+=−+−=+

�

 
문 제 

  
1.�행렬식에서�모든�원소의�부호를�반대로�바꾸면�행렬식의�값은�어떻게�되겠는가?�

2.�행렬식에서�두�행(렬)이�비례하면�그�행렬식의�값은�어떻게�되겠는가?�

�

�

�

�

�

이�성질은�성질�3,�4들로부터�나온다.�

［성질�4］�두�행렬식에서�같은�번호의�한�행만�다르고�다른�행들은�모두�

같으면�그�합은�하나의�행렬식으로�쓸수�있다.�

�

�례.�

333

222222

111

333

222

111

333

222

111

cba
ccbbaa

cba

cba
cba
cba

cba
cba
cba

′+′+′+=′′′+  

［성질�5］�행렬식에서�임의의�한�행의�모든�원소에�임의의�수�k를�곱하여�다

른�행의�대응하는�원소들에�각각�더하여도�행렬식의�값은�변하지

않는다.�

례� 1�
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��������다음�행렬식을�계산하여라.�

011
101
110

D = �

(풀이)�첫�행에�나머지�모든�행들을�더하면�성질�5에�의하여��

�

D=

011
101
111

2
011
101
222

⋅= �

�

마지막행렬식의�첫�행에�-1을�곱하여�나머지행들에�각각�더해주면�행렬식

의�성질�5에�의하여��

D= 212
100
010
111

2 =⋅=
−

−⋅ �

�

다음�행렬식을�계산하여라.�

D

222
212121

222

111

ccbbaa
cba
cba

+++
= �

(풀이)�성질�3,�5에�의하여�

��

222

222

111

111

222

111

212121

222

111

2
1

2
1

2
1

D
cba
cba
cba

cba
cba
cba

ccbbaa
cba
cba

+=
+++

⋅= �

0
2
10

2
1

=⋅+⋅= 0 �

례� 2�

례� 3�
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문 제 

1.�행렬식들을�행렬식의�성질을�리용하여�계산하여라.�

1)�

311
211
111

−
− �� � 2)�

322
232
223

� � 3)

x
x

x

11
11
11

���

4)

cxx
xbx
xxa

� � � 5)

bac
acb
cba

�

2.�성질�5를�증명하여라.�

�

�

1.�다음�행렬식들을�계산하여라.�

1)�

024
963
531

−
−

−
� � 2)�

674
231
352

−
−

−
� � 3)�

751
346
134

−
−− �

2.�다음�행렬식들을�행렬식의�성질을�리용하여�계산하여라.�

1)�

xx
xx
0

0
111

−
− � � � 2)�

2

2

2

cabcc
babcb
aabca

� � 3)�
2

2

2

1
1
1

cc
bb
aa

�

4)�

111

32

32

yyy
xxx

�� � 5)�

2222

1111

111

aaba
abaa

−
− �

3.�x를�구하여라.�

0
111
43

1692

=x
x

�

련 습 문 제
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4.�다음�같기식들을�증명하여라.�

1)�

333

222

111

333333

222222

111111

2
zyx
zyx
zyx

xzzyyx
xzzyyx
xzzyyx

⋅=
+++
+++

+++

�

2)�
))()()()()((

))()()((

1
11

1
11

1
11

ycxcybyaxbxa
yxcbcaba

ycxc

yaxb

yaxa

++++++
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�

 
�

�

�

�

련립세변수1차방정식�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

③

②

①

rzcybxa
qzcybxa
pzcybxa

333

222

111

�

�

을�련립두변수1차방정식과�같이�행렬식에�의하여�푸는�방법을�보자.�

�

행렬식�

333

222

111

cba
cba
cba

�

�

을�련립1차방정식의�곁수행렬식이라고�부른다.�

�

231312123213132321

333

222

111

cbacbacbacbacbacba
cba
cba
cba

−−−++= �

22

11
3

33

11
2

33

22
1

122133113223321 )()()(
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a
bc
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a
cb
cb

a

cbcbacbcbacbcba

++=

−+−+−=
�

제 3 절. 련립 1 차방정식 
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따라서�

22

11
3

33

11
2

33

22
1 A,A,A

cb
cb

bc
bc

cb
cb

=== �

�

로�놓으면�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���������다음�3차행렬식을�계산하여라.�

�

D

132
312
203

−

−
= �

���(풀이)�D
31
20

)2(
31
02

2
13
31

3
−

⋅−+
−

⋅+⋅= ��

402)2()6(2)8(3 −=⋅−+−⋅+−⋅=

알아보기 련립1차방정식을�풀�때�보통�변수를�하나씩�차례로�없애지만�변수

2개를�동시에�없앨수�있는가?�

①×A1+②×A2+③×A3�

33

22

333

222

111

332211

333

222

111

AAA

cb
cb

cba
cba
cba
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cba
cba
cba

⇒
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111

33

11
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례� 1�
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321333322221111 AAAA)(A)(A)( rqpzcybxazcybxazcybxa ++=++++++++ �

이것을�다시�정리하면�

321

332211332211332211

AAA
)AAA()AAA()AAA(

rqp
zcccybbbxaaa

++=
++++++++

�

이때�

33

22
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321

333
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111

332211
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332211
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cbq
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cbb
cbb

bbb
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cba

aaa

=++

==++

==++

=++

�

따라서�곁수행렬식이�령�아닐�때�변수�x의�값은�다음과�같이�표시된다.�

333

222

111

33

22

11

cba
cba
cba
cbr
cbq
cbp

x = �

�

류사한�방법으로�y,�z를�구하면�그�값을�각각�다음과�같이�표시할수�있다.�

�

333

222

111

33

22

11

cba
cba
cba
cra
cqa
cpa

y = ,�����

333

222

111

33

22

11

cba
cba
cba
rba
qba
pba

z = �
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

이�풀이공식을�크라메르공식이라고�부른다.�

�

다음�련립방정식을�행렬식을�리용하여�풀어라.�

�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−

=++

15225
723

6

zyx
zyx

zyx
�

�

(풀이)�

9
225
213
111

D =−= �,��� 9
2215
217
116

D =−=x ��

18
2155
273
161

D ==y �,���� 27
1525
713
611

D =−=z �

,1
D

D
== xx �� ,2

D
D

== yy �� 3
D
D

== zz �

풀이모임�{ })3,2,1( �

련립1차방정식�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

rzcybxa
qzcybxa
pzcybxa

333

222

111

�

은�곁수행렬식이�령�아닐�때�하나의�풀이를�가지며�그�풀이는�다음과�같다.�

�

�

 

�

333

222

111

33

22

11

cba
cba
cba
cbr
cbq
cbp

x =               � 

333

222

111

33

22

11

cba
cba
cba
cra
cqa
cpa

y =               � z=

333

222

111

33

22

11

cba
cba
cba
rba
qba
pba

 

x 의�곁수렬 대신�상수렬� y 의 곁수렬대신 상수렬 z 의�곁수렬 대신�상수렬�

례� 2�
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��������다음�련립방정식을�풀어라.�

�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
=++

3

1

zyx
mzmyx

mzyx
�

(풀이)�

)1(4
311

1
111

D,)1)(3(
131
11

11
D

)1)(1(4
113
1

11
D,)1)(1(

111
11

11
D

−=
−

=−−−==

−+−=
−

=−+−=
−

=

mmmmmm
m

mmmm
m

mmm
m

zy

x

�

�

따라서� 1±≠m 일�때�

1
4,

1
3,4

+
−=

+
−

==
m

z
m
myx �

풀이모임�
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

+
− )

1
4,

1
3,4(

mm
m

�

 

문 제 

�

다음�련립방정식들을�크라메르공식을�리용하여�풀어라.�

�

1)�
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
=++

0494
2153
1362

zyx
zyx
zyx

� � � 2)�
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=−−

=−+

3278
7643

0532

zyx
zyx
zyx

�

3)�
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
=−+

1353
9324

872

zyx
zyx

zyx
� � � 4)�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
−=−−

=++

17225
723

6

zyx
zyx

zyx
�

�

례� 3�
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련 습 문 제�

 
�

1.�다음�련립방정식을�크라메르공식에�의하여�풀어라.�

�

1)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
=−+

=++

243
1025

1

zyx
zyx

zyx
� � 2)�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
=−+

1353
9324

872

zyx
zyx

zyx
�� 3)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
−=+−
=−+

037
54
725

zyx
zyx
zyx

�

�

2.�다음�련립방정식을�풀어라.�

�

1)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

1
1
1

azyx
zayx
zyax

�� � � 2)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

2)1(
)1(

1)1(

azayx
azyax

zyxa
�

 

 

 

 탐�구�

1.�련립1차방정식��

0
0
0

333

222

111

=++
=++
=++

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

zcybxa
zcybxa
zcybxa

�

은�항상�풀이�x=0,�y=0,�z=0을�가진다.�이러한�풀이를�령풀이라고�

부른다.�

1）어떤�경우에�이�련립방정식이�령풀이�하나만을�가지는가?�

2）어떤�경우에�이�련립방정식은�령�아닌�풀이를�가지는가?�

2.�련립1차방정식�

rzcybxa
qzcybxa
pzcybxa

=++
=++
=++

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

333

222

111

�

1)�어떤�경우에�무수히�많은�풀이를�가지는가?��

2)�어떤�경우에�풀이를�가지지�않는가?�
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복 습 문 제 
�

1.�
01
10

A
−

= 일�때� 9831A 을�계산하여라.�

2.�

102
011
121

A
−
−

−
= 일�때�A100을�계산하여라.�

3.�행렬�A,�B에�대하여�AB=O이면�A=O�또는�B=O이라고�말할수�있는가?�

4.�행렬�A,�B,�C들에�대하여�같기식�AB=AC가�성립하면�같기식�B=C가�성립하는가?�

5.�n차행렬�A와�B에�대하여�다음�같기식들이�성립하는가?�

1) 222 B2ABAB)(A +±=± �

2)� )BB)(A(ABA 22 −+=− �

6.�다음�행렬식들의�값을�행렬식의�성질을�리용하여�계산하여라.�

1)�

xaa
axa
aax

21

31

32

�����2)�

321

321

321

axaa
aaxa
aaax

+
+

+
�����3)�

xba
axb
bax

−
−

−
�

7.�다음�행렬식의�값을�계산하여라.�

1)�

305
173
532

−
−
−

�� � 2)�

325
214
423

−
−
−

� � 3)�

431
293
215

− �

4)�

362
394
474

−
−−

−
� � 5)�

764
312
576

−

−
�

8.�다음�련립방정식을�풀어라.�

1)�
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+
=+−

223
32
1234

zyx
zyx

zyx
� � 2)�

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−−
=++

332
0233
532

zyx
zyx
zyx

�� 3)�
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=++

033
1
1

zyx
zyx
zyx

�



  183

9.�101개의�모르는�변수를�가지는�다음�련립방정식을�풀어라.�

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=+
=+

=+++

1

1
1

0

101100

32

21

10121

xx

xx
xx

xxx

LLLLLLLL

L

�

10.�련립세변수1차방정식으로�풀리는�응용문제를�만들고�풀어라.��

�

 연�구�

3차행렬식은�3차행렬에�수를�대응시키는�넘기기로�볼수�있다.�

그러나�3차행렬에�수를�대응시키는�넘기기는�무수히�많으며�이러한�넘기

기들이�모두�3차행렬식으로�되는것은�아니다.�

례컨대�3차행렬�

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

�

에�수�a11을�대응시키는�넘기기는�3차행렬식이�아니다.�왜냐하면�행렬식의�

성질�2가�성립하지�않기때문이다.�

3차행렬에�수를�대응시키는�넘기기들가운데서�어떤�넘기기가�3차행렬식

으로�되겠는가?�

우리�나라�수학자�리상혁의�론문집�《산술관견》�

우리�나라�수학자�리상혁(1810년-?)은�남병길과�수학을�공동으로�

연구하였다.�

그는�1855년에�4개의�론문으로�되여있는�론문집�《산술관견》을�

출판하였다.�

이�론문집은�기하,�대수,�무한수렬의�합�등에�관한�내용으로써�당

시�동양에서�최고수준의것이였다.�그렇기때문에�당시�수학자들은�이�론

문집에�실린�론문들이�가지는�심오한�내용과�정확한�론리에�대해서는�다

른�선진국�수학자들까지도�탄복할것이라고�말하였다고�한다.�

 

상�식�
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제7장.�모임과�론리

모임산법법칙 

 

명제와 그 산법 

 

명제의 산법법칙 
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�

�

�

a 가�모임�A의�원소라는것을� A∈a 로,� a 가�모임�A의�원소가�아니라는것을�

A∉a 로�표시하였다.�

모임�A가�모임�B의�부분모임이라는것을� BA ⊂ 로�표시한다.�

빈모임을�φ로�표시하고�φ A⊂ 로�본다.�또한� AA ⊂ 로도�본다.�φ,�A가�아닌�

A의�부분모임을�참부분모임이라고�부른다.�

�

자연수모임�N,�옹근수모임�Z,�유리수모임�Q,�실수모임�R,�복소수모

임�C에서��

R32,R2,Q
2
3,Z2,N2 ∉+∈∈∈−∈ i 이다.�

BA,BA ⊃⊂ 일�때�A와�B는�같은 모임이라고�부르고� BA = 로�표시한다.�

�

�������� ( )( ) 0=−− bxax 의�풀이모임�A,� ( ) abxbax ++−2 =0의�풀이모임을�B

라고�하면�A=B�
�

두�모임� BA, 의�합� B,A U �적� ,BA I �차�A＼B는�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

�

�

모임�U를�하나�정해놓고�그�부분모임을�생각할�때�처

음에�정한�모임�U를�전체모임이라고�부른다.�

앞으로�모임�A,�B,� L,C 라고�하면�이것들은�전체모

임�U의�부분모임으로�보겠다.�

A\U 를�A의�나머지모임이라고�부르고�A로�표시한다.��

�

��������3개�원소로�된�모임� },,{U cba= 의�부분모임은�

φ,� },,{},,{},,{},,{},{},{},{ cbacbcabacba �

이다.�이때�부분모임을�원소로�가지는�모임의�원소들의�개수는�

83
3

2
3

1
3

0
3 =+++ cccc �

이다.�이것은�

( ) 8211 33
3

2
3

1
3

0
3

3 ==+++=+ cccc �

로�계산할수�있다.�

그림�7-1�

A� B

A{BA ∈= xxU �또는� B∈x }� 

A B

A{BA ∈= xxI 이고� B}∈x �

A B�

A＼B A{ ∈= xx 이고� B}∉x ��

그림 7-2 

U�

A� A  

제 1 절. 모임산법법칙 

례� 1

례� 2

례� 3
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�

해보기 3각형모임을� 전체모임� U로� 보고� 뾰족3각형모임,� 직3각형모임,�

무딘3각형모임을�A,� B,� C로�표시하였을�때�A,� B,� C,�U사이의�

관계를�모임산법기호로�표시해보아라.�

�

모임�또는�그것들을�모임산법기호로�이어놓은것을�모임식,�모임식들을�같기기호

로�이어놓은것을�모임같기식이라고�부른다.�

실례로� )B(AAA, UI �등은�모임식이고� B)(AAA UI= 는�모임같기식이다.�

BABAB,A =⇔⊃⊂ �

이므로�모임같기식� BA = 를�증명하려면� BAB,A ⊃⊂ 를�증명하면�된다.�

�

��������모임같기식� C)(BACB)A( UUUU = 를�증명하여라.�

(증명)�먼저�

)1()C(BACB)A( UUUU ⊂ �

를�증명하자.�

BACB)A( UUU ∈⇒∈ xx �또는� C∈x �

그런데� ABA ∈⇒∈ xx U �또는� B∈x �

따라서��

A(CB)A( ∈⇒∈ xx UU �또는� )B∈x �또는� AC ∈⇒∈ xx �

또는� B( ∈x �또는� A)C ∈⇒∈ xx �또는� )C(BACB UUU ∈⇒∈ xx �

따라서�(1)이�성립한다.��

꼭�마찬가지로�하여��

)C(BACB)A( UUUU ⊃ (2)�

를�증명할수�있다.�따라서�(1),�(2)에�의하여�

)C(BACB)A( UUUU = �

�

��������모임같기식� )C(BACB)(A IIII = 를�증명하여라.�

(증명)�먼저��

C)(BACB)(A IIII ⊂ ��(3)�

를�증명하자.�

BACB)A( III ∈⇒∈ xx 이고� A(C ∈⇒∈ xx 이고� )B∈x 이고�

AC ∈⇒∈ xx 이고�( B∈x 이고� )C∈x C)(BA II∈⇒ x �

따라서�(3)이�성립한다.�

 탐�구�

N개의�원소로�된�모임에서�부분모임을�모두�만들어�그것들을�원소로�가지는�

모임을�만들�때�이�모임의�원소수를�구하는�공식을�찾아라.�

례� 4

례� 5
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꼭�마찬가지로�하여��

)4(C)(BACB)(A IIII ⊃ �

따라서�(3),(4)에�의하여�

C)(BACB)A( IIII = �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(증명)�1)은�U와�I의�의미에�의하여�분명하다.�

2)는�례�4,�5에서�증명하였다.�

3)� ( ) ( ) ( )CABACBA UIUIU = 을�증명하자.�

( ) ACBA ∈⇒∈ xx IU 또는� AC)(B ∈⇒∈ xx I 또는� B∈x 이고�

A(C ∈⇒∈ xx �또는� B∈x )이고��

A( ∈x 또는� C)∈x ( ) ( )CABA UIU∈⇒ x �

( ) ( ) ( ) )(5CABACBA UIUIU ⊂ �

가�성립한다.�꼭�마찬가지로�하여��

( ) ( ) ( )CABACBA UIUIU ⊃ �(6)�

을�증명할수�있다.��

따라서�(5),�(6)에�의하여��

( ) ( ) ( )CABACBA UIUIU = �

다음�비슷한�방법으로�하여�

( ) ( ) ( )CABACBA IUIUI = �

를�증명할수�있다.�

�

알아보기 모임그림을�그려� BA I 와�A∪B가�같은가를�알아보아라.�

�

�

�

�

�

�

정리 1.�모임�A,�B,�C에�대하여�

1)�A∪B=B∪A�,�A∩B=B∩A������(바꿈법칙)�

2)�(A∪B)∪C=A∪(B∪C)�

(A∩B)∩C=A∩(B∩C)���������(묶음법칙)�

3)�A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)�

A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)����(분배법칙)���

U

A B

그림�7-3 
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정리 2.�모임��A,�B에�대하여�

1)� BABA UI = �

2)� BABA IU = � (쌍대법칙) 

�

�

�

�

�

(증명)�1)을�증명하자.�

ABABA ∉⇔∉⇔∈ xxx II �

이거나� A∈⇔∉ xx B �또는�

BA U∈⇔∈ xx B �

따라서� BABA UI = ��

2)도�같은�방법으로�증명할수�있다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(주의)�이�방법은�앞으로�n차원공간에서의�기하라고�부르는�높은�수학을�연구할�

때�그대로�넓혀져간다.�
�

문 제 

�

1.�모임같기식� ( )IU BA BAU ≠φ를�증명하여라.�

2.�모임같기식� CBACBA UUII = 를�증명하여라.�

 탐�구�

�

바른4면체에서�정점들의�모임,�모서리들의�모임,�면들의�모임�또는�그�

원소수를�각각�A,�L,�P로�표시하자.�

1) A,�L,�P의�원소수를�조합기호� n
mC 를�써서�

�표시하여�보아라.�

실례로�면은�세�점에�의하여�하나로�정해�

질수�있으므로�면의�수는�정점의�수�4에서�

3개씩�취한�조합� 3
4C 이라는것을�알수�있다.�

2) A-L+P를���

( ) 011 4
4

3
4

2
4

1
4

0
4

4 =+−+−=− CCCCC �

을�써서�계산해보아라.(A-L+P를�오일레르특성수라고�불렀다.)�
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�

1.�분배법칙�A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)를�증명하여라.�

2.�다음�모임같기식이�성립하는가?�

1)�A∪(B＼C)=(A∪B)＼(A∪C)�

2)�(A∪B)∩(A∪B)=A∪B�

3.�다음것을�증명하여라.�

1)�A⊂B�⇒ AB ⊂ � � � 2)�A⊂B�⇒�A∩C⊂B∩C�

4.�모임�U=｛x｜x는�20보다�크지�않은�씨수｝가�주어졌다.�A,�B가�U의�부분모

임이고� =BAI ｛3,�5｝,� BA I =｛7,�19｝,� BA I =｛2,�17｝이다.�A,�B

를�구하여라.�

 

 

 

 
1. 명제 

�

옳다든가�옳지�않다든가를�찍어서�말할수�있는�글�또는�식을�명제라고�부른다.�

그러므로�명제에는�옳은�명제도�있고�옳지�않은�명제도�있다.�

�

1)�2+3=5� � 옳은�명제�

2)�90°<�45°� 옳지�않은�명제�

�

�

�

�

�

�

1)�a :�2등변3각형의�두�밑각은�같다.� [ ] 1=a �

2)�b :�직3각형에서�빗변이�제일�작다.� [ ] 0=b �

3)�c :�3각형의�아낙각의�합은� π2 이다.� [ ] 0=c �

�

문 제 

다음것에서�명제를�찾고�옳은�명제와�옳지�않은�명제들을�갈라내여라.�

1)�직3각형에는�무딘각이�없다.�

2)� ααα cossin22sin = �

3)�2차방정식은�2개의�풀이를�가진다.�

명제�a에�대하여�a가�옳으면�1을�대응시키고�a가�옳지�않으면�

0을�대응시킨다.�이때�명제에�대응하는�1,�0을�그�명제의 값이라

고�부르고� [ ]a 로�표시한다.�

제 2 절. 명제와 그 산법 

��

련 습 문 제

례� 1

례� 2
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2. 명제산법 

�

명제들에�《…아니다.》,�《…이고…이다.》,�《…또는�…》,�《…이면…이다.》�

등의�말을�이어서�새로운�명제를�만드는것을�명제의�합성이라고�부른다.�

이때�새로�만들어진�명제를�합성명제라고�부른다.�

�

부정명제 

�

�

�

�

�

a :�3각형의�아낙각의�합은�2직각이�아니다.�(옳지�않은�명제)�
_

a :�3각형의�아낙각의�합은�2직각이다.�(옳은�명제)�

�

부정명제�
_

a의�명제값은�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

이와�같이�명제값을�표로�표시한것을�명제값표라고�부른다.�

�

 

합명제 

�

Ã
�

�

�

�

ba ∨ 는� ba, 가�함께�옳지�않으면�옳지�않다.�

그리하여� ba ∨ 의�명제값표를�쓰면�다음과�같다�

�

a � b � ba ∨ �

1�

1�

0�

0�

1�

0�

1�

0�

1�

1�

1�

0�

�

a � _

a �
1�

0�

0�

1�

명제� a 에�대하여�《 a 가�아니다.》라는�새로운�명제를�만들었을�

때�이것을�명제� a의�부정명제라고�부르고�
_

a로�표시한다.�

두�명제� ba, 에�대하여�� ba, 가운데�하나라도�옳으면�옳다고�보

는�새로운�명제�《� a �또는� b 이다.》를�명제�� a 와� b 의�합명제라

고�부르고� ba ∨ 로�표시한다. 

례� 1
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�

a :《평행직선에서�엇각은�같다.》�(옳은�명제)�

b :《평행직선에서�같은자리각은�다르다.》�(옳지�않은�명제)�

ba ∨ :《평행직선에서�엇각은�같거나�또는�같은자리각은�다르다.》(옳은�명제)�

Ã
적명제 

�

�

�

�

�

ba ∧ 는� ba, 가운데�하나라도�옳지�않은것이�있다면�옳지�않다.�

그리하여� ba ∧ 의�명제값표를�쓰면�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

그림�7-4에서�직선� qp, 는�어기는�직선이다.�

a :《직선� qp, 는�평행이�아니다.》�(옳은�명제)�

b :《직선� qp, 는�사귀지�않는다.》�(옳은�명제)�

ba ∧ :《직선� qp, 는�평행도�아니고�사귀지도��

않는다.》(옳은�명제)�

�

따름명제 

Ã
�

�

�

�

�

그리하여� ba → 의�명제값표를�쓰면�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

�

�

a � b � ba ∧ �

1�

1�

0�

0�

1�

0�

1�

0�

1�

0�

0�

0�

a � b � ba → �

1�

1�

0�

0�

1�

0�

1�

0�

1�

0�

1�

1�

두�명제� ba, 가운데�하나라도�옳지�않은것이�있다면�옳지�않다고�보

는�새로운�명제�《 a 이고� b 이다.》를�명제� a 와� b 의�적명제라고�부르

고� ba ∧ 로�표시한다.�(때로는� ba ⋅ 로�표시한다.) 

p�

q

그림�7-4�

두�명제� ba, 에�대하여� a 가�옳고�b 가�옳지�않을�때만�옳지�않고�

다른�때는�옳다고�보는�새로운�명제�《 a이면�b 이다.》를�명제� ba, 의�

따름명제라고�부르고�� ba → 로�표시한다. 

례�2

례� 3
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a :�《3각형에서�두�변은�같다.》�

b :�《3각형에서�두�각은�같다.》�

ba → :《3각형에서�두�변이�같으면�두�각은�같다.》�

�

따름명제� ba → 에서�명제� a 가�성립하는�대상들의�모임을�A,�명제�b가�성립하

는�대상들의�모임을�B로�표시할�때�A와�B가�어떤�전체모임�U의�부분모임인�경우를�

보자.�

�

a :《옹근수는�6의�배수이다.》�

b :《옹근수는�합성수이다.》�

이때�따름명제��

ba → :《옹근수가�6의�배수이면�그�수는�합성수이다.》는�옳다.�

�

명제�a가�성립하는�대상들의�모임을�A,�명제�b가�성립하는�대상들의�모임을�B

라고�할�때�A와�B는�모두�전체모임�U의�부분모임이라고�하자.�

이때�명제� ba → 가�옳으면� BA ⊂ 이고�그�거꿀도�성립한다.�

이때�따름명제� ba → 를� ba ⇒ 로�쓰기로�한다.�

�

동등명제 

Ã
�

�

�

동등명제� ba ↔ 의�명제값표를�만들면�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2등변3각형�ABC에서�(그림�7-5)�

a :《△ABC에서�AB=AC이다.》��

b:《△ABC에서 CB ∠=∠ 이다.》�

ba → :《△ABC에서�AB=AC→ CB ∠=∠ 》(옳은�명제)�

ab → :《△ABC에서� CB ∠=∠ → ACAB = 》(옳은�명제)�

ba ↔ :《△ABC에서� CBACAB ∠=∠↔= 》�

(즉�△ABC에서�AB=AC와� CB ∠=∠ 는�동등하다.)�

�

ba � ba → � ab →
ba ↔ �

( ) ( )abba →∧→ �

1����1�

1����0�

0����1�

0����0�

1�

0�

1�

1�

�

1�

1�

0�

1�

�

1�

0�

0�

1�

두�명제� ba, 에�대하여�《 a이면�b 이고�b 이면� a 이다.》라는�

명제를�동등명제라고�부르고� ba ↔ 로�표시한다.�

A�

B� C

그림�7-5

례� 4

례� 5

례� 6
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련 습 문 제

명제의�합성을 명제산법이라고�부르고�우에서�본�명제의�산법기호� ↔→∨− ,,, 를�

론리기호라고�부른다.�

명제들에�론리기호를�여러가지�결합하여�보다�복잡한�합성명제를�만들수�있다.�

따름명제�a→b에서�조건�a가�성립하는�대상들의�모임을�A,�결론�b가�성립하는�

대상들의�모임을�B로�표시할�때�A,�B가�어떤�모임�U의�부분모임인�경우를�보자.�

명제� ba ⇒ 에서�b 는� a 이기만�하면�충분하다.�그리하여� a 를 b 이기 위한 충분

조건이라고�부른다.�

다음으로� ba ⇒ 에서� a이기�위하여�필요한�조건은�b 외에도�더�있을수�있다.�

실례로� a :직2등변3각형�

b :두�변이�같은�3각형�

c :직3각형(같은�두�변이�만드는�각이�직각)�

으로�놓으면�a이기�위하여서는�b 도�필요하고�c도�필요하다.�

어쨌든� ba ⇒ 에서� a이기�위하여서는�반드시�b 가�필요하다.�

그리하여�b 를 a 이기 위한 필요조건이라고�부른다.�

그러면� ba ⇔ 에서� a는�b 이기�위한�필요조건도�되고�충분조건도�된다.�

따라서� ba ⇔ 를�《a이기�위해서는�b 일것이�필요하고�충분하다.》고도�말한다.�

�

1)�두�직선이�평행이�되기�위하여서는�같은자리각이�같을것이�필요하고�

충분하다.�

2)� 4각형이�평행4변형이�되기�위하여서는�한쌍의�맞은변이�평행이고�

같을것이�필요하고�충분하다.�

�

문 제 

1.�4각형이�원에�내접하기�위한�필요하고�충분한�조건을�말하여라.�

2.�4각형이�원에�외접하기�위한�필요하고�충분한�조건을�말하여라.�

3.�a↔ b가�옳은�명제이면�A=B이겠는가?�

4.�a→b가�옳지�않은�명제일�때�A⊂B가�아니라는�실례를�들어보아라.�

�

�

�

1.�명제� 32: <a �

:b 3각형의�세�아낙각의�합은�π 이다.�

에�대하여� ba, 를�만들고�
_
bb

_
aa ,,, 의�명제값을�말하여라.�

례� 7
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2.�다음�명제들의�명제값을�말하여라.�

1)�3각형의�아낙각의�합은� R2∠ �또는� R3∠ 이다.�

2)� ( ) ( ) 623:,23: =−⋅−< ba 일�때�
____

,,, babababa ∨∨∨∨ �

3)� 862:,753: =+=+ ba 일�때��
____

,,, babababa ∨∨∨∨ �

3.�다음�명제들의�명제값을�말하여라.�

1)�3각형의�아낙각의�합은� R3∠ 이고�4각형의�아낙각의�합은� R2∠ 이다.�

2)� 43:,21: << ba 라고�할�때�
____

,,, babababa ∧∧∧∧ �

4.�다음것을�말하여라.�

1)�네�점이�한�원둘레,�한�구면에�놓이기�위한�충분조건�

2)�3각형의�한�각이�직각이기�위한�충분조건�

3)�두�직선이�평행이기�위한�필요충분조건�

5.�다음의�명제에서������에�맞는것을�써넣어라.�

1)�x=y=0은�xy=0이기�위한������이다.��

2)�a3>0은�a>0이기�위한������이다.�

3)�a<0,�b<0은��a+b<�0이기�위한������이다.��

(1)�필요조건�� � (2)�충분조건�� � (3)�필요충분조건�

�

�

�

�

두�합성명제가�꼭같은�명제값표를�가질�때�두�합성명제는�같다고�말하고�기호�

《=》를�써서�표시한다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(증명)�바꿈법칙�1)과�묶음법칙�2)가�성립하는것은�분명하다.�분배법칙�3)의�첫째

식을�증명하자.�그러기�위하여�아래의�표와�같은�명제값표를�만들자.�

정리  1.�명제� cba ,, 에�대하여��

1) a∨b= b∨a��
a∧b= b∧a�
( ) ( )abba ↔=↔ � � ��(바꿈법칙)�

2)�(a∨b )∨c=a∨(b∨c ) 
(a∧b )∧c=a∧(b∧c)                  (묶음법칙)�

3)�a∨(b∧c)=(a∨b)∧(a∨c)�
a∧(b ∨c)=(a∧b )∨(a∧c)��(분배법칙)�

제 3 절.  명제의 산법법칙
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

표에서�보는것처럼� ( )cba ∧∨ 와�� ( ) ( )caba ∨∧∨ 는�같은�명제값표를�가

진다.�

그러므로�� ( ) ( ) ( )cabacba ∨∧∨=∧∨ �

분배법칙�3)의�둘째�식도�우에서와�같은�방법으로�증명할수�있다.�

�

알아보기� ba ∧ 와� ba ∨ 의�명제값표를�만들고�같은가를�알아보아라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

앞으로�론리산법에서�묶음표가�있지�않을�때에는�계산을� ↔→∧∨− ,,,, 순서

로�하기로�하겠다.�

a   b   c b∧ c  a∨ b  a∨ c  a∨(b∧c)  (a∨b)∧(a∨c)   

�1�1�1�

�1�1�0�

�1�0�1�

�1�0�0�

�0�1�1�

�0�1�0�

�0�0�1�

�0�0�0�

1�

0�

0�

0�

1�

0�

0�

0�

1

1

1

1

1

1

0

0

1

1

1

1

1

0

1

0

1

1

1

1

1

0

0

0

1�

1�

1�

1�

1�

0�

0�

0�

a   b ba ba ∧a ∧  b ba ∨

1��1�

1��0�

0��1�

0��0�

0��0

0��1

1��0

1��1

1�

0�

0�

0�

정리 2.�명제� ba, 에�대하여�

baba

baba

∧=∨

∨=∧

2)

1)
�� (쌍대법칙)�
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명제� ba → 에�대하여�명제� ab → 를�거꿀명제,�

명제� ba → 에�대하여�명제� a b→ 를 안명제 (또는 부명제),�

명제� ba → 에�대하여�명제� →b a를�거꿀안명제라고�부른다.�

이것을�하나의�표로�묶으면�다음과�같다.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(증명)�명제값표를�만들면��

�

ba a ��b � �� ba → � � →b a
1���1���0����0�

1���0���0����1�

0���1���1����0�

0���0���1����1�

����1�

����0�

����1�

����1�

���1�

���0�

���1�

���1�

�

그러므로� ( ) →=→ bba ( a ) �

우의�정리에�의하여� ba → 를�증명할�대신에� →b a 를�증명하여도�된다.�이것도

귀유법에�속한다는것을�알수�있다.�

�

�������� ( ) ( ) ( ) ( )babaabba →≠→→≠→ , 를�증명하여라.�

(증명)�명제값표를�만들면��

�

baba ba → ab → ba →

1���1��0���0�

1���0��0���1�

0���1��1���0�

0���0��1���1�

��1�

��0��

��1�

��1�

��1�

��1�

��0�

��1��

��1�

��1�

��0�

��1�

�

ba →  ab →

a b→  →b a

거꿀명제 

안명제 안명제 

거꿀명제 

거꿀안명제 거꿀안명제 

정리Ã3.�명제� ba → 와�그의�거꿀안명제� →b a는�같은�명제이다. 

례�
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따라서��

( ) ( )
( ) ( )baba

abba

→≠→

→≠→
�

이리하여�어떤�명제가�옳다고�하여�그것의�거꿀명제,�안명제가�반드시�옳다는것

은�아니라는것을�알수�있다.�

�

문 제 

�

1.다음�식을�증명하여라.�

( ) ( ) babaabaaabaa ∧=∨=∨∧=∧∨ 3)2)1) �

2.다음�식이�성립하겠는가?�

1)� ( ) ( ) cabacaba ∨∧∨=∧∨∧ � � 2)� ( ) cbacba →∧=→→ ��

3)� ( ) cbacba ∨∧=∧∨ �

�

�

�

 
�

1.� 3253 >< :,: ba 이라고�할�때�다음�명제들의�명제값을�구하여라.��

1)� bababa ∨∨ ,,, � � � 2)� bababa ∧∧∧ ,, �

탐�구�

《조건�A를�만족하는�점의�자리길은�B이다.》를�증명할�때�

1)�조건�A를�만족시키는�점은��B우에�놓인다.�

2)�B우에�놓이는�점은�조건�A를�만족시킨다.�

를�따졌다.�

1.�명제들사이의�관계를�써서�1),�2)를�여러가지로�바꾸어보아라.�

2.�매개의�1),�2)를�《두�점�A,�B로부터�같은�거리에�있는�점의�자리길

은�선분�AB의�수직2등분선이다.》를�증명하는데�적용해보아라.�

련 습 문 제
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2.�다음�같기식이�성립하겠는가?�

1)� ( ) babaa ∨=∧∨ � � � 2)� ( ) ( ) ( ) bbababaa ∧∨∧∨=∨∧ �

3.�명제�《∠B가�무딘각이면�△ABC는�무딘3각형이다.》와�그의�거꿀명제,�안명제,�

거꿀안명제에서�옳은�명제로�되는것을�찾아라.�

�

�

�

1.�다음�모임같기식을�증명하여라.�

1)� ( ) ( ) ABABA =UIU �

2)� ( ) AAAA =UI �

2.� 523023 =+=− :: ba , 일�때�다음�명제의�명제값을�말하여라.�

( ) ( ) ( )bababbaabba ∧∨∧∧∨∨∧ ,,, �

3.�다음�명제같기식을�증명하여라.�

( ) ( )babbababb ∨∧=∨∨∧= 2)1) �

3)� ( ) ( ) ( )bababaa ∧∨∧=∨∧ �

4.�다음�같기식을�증명하여라.�

1)� ( ) ( ) bbaba =∨∧∨ �

2) ( ) ( ) dcbacbadcbacba ∧∨∨∨∧∧=∨∧∧∧∨∨ )(  

3) ( ) ( ) bcacacaba ∧∨∨∧=∨∧∨ )()( �

5.�다음�����에�맞는것을�써넣어라.�(필요조건,�충분조건)�

1)�α,β가�실수이기때문에�α+β,�αβ가�다�실수라는것은�����이지만�����은�

아니다.�

복 습 문 제
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2)�b=ac이기때문에� c
a
b
= 는������이지만������은�아니다.��

6.�p,�q가�두개의�명제이고�《p�또는�q》의�부정이�옳다면�아래에서�반드시�있게�되

는것은�(����)이다.�

1)�p�옳다,�q�옳다� � � 2)�p�옳지�않다,�q�옳지�않다�

3)�p�옳다,�q�옳지�않다�� � 4)�p�옳지�않다,�q�옳다�

�

�

�모임론의 창시자 - 칸토르  

칸토르(1845년-1918년)는�도이췰란드수학자로서�모든�수학리론의�기

초로�되는�모임론을�창시하였다.�그는�유한모임에서�원소의�개수개념을�무

한모임에로�일반화하여�무한모임에서�원소의�개수개념을�처음으로�정의하

고�무한모임을�다루는�새로운�방법을�내놓았다.�칸토르가�모임론을�내놓은�

당시�사람들은�그의�심오한�리론을�리해하지�못하였으며�오히려�가혹하게�

비판까지�하였다.�

그는�정신적장애를�받아�병원에�입원하게�되였으나�병원에서도�모임론

에�대한�연구를�계속�진행하였으며�모임론을�창시하였다.�칸토르가�내놓은�

모임론은�그가�죽은지�30년이�지나서야�수학의�엄격한�건설을�시도하는�

과정에�수학계의�인정을�받게�되였으며�오늘에�와서는�모든�수학리론의�기

초로�되고있다.�

상�식�
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도형의 변환 

 

산법을 가진  모임 

제8장.변환과�산법을�가진�모임�
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1. 도형의 변환 

Ã
평면에서�평행이동,�회전이동,�축대칭이동과�같이�평면의�모든�점모임을�평면의�점

모임으로�넘기는�1:1넘기기를 변환이라고�부른다.�

어떤�변환�f에�의하여�어떤�도형�F가��다른�도형�F1로�넘어갔다고�하자.�

이때�f�를�F의�도형�F1에로의�변환이라고�부를�때도�있다.�

�

알아보기  1.�평행이동에�의하여�3각형은�어떤�3각형으로�넘어가는가?�

2.�중심닮음변환에�의하여�3각형은�어떤�3각형으로�넘어가는가?�

 
 
 
 
 

합동변환은�크기와�모양을�변하지�않게�하는�변환이고�닮음변환은�크기는�변할수�

있으나�모양은�변하지�않게�하는�변환이다.�

그림�8-2에서�도형�F1은�도형�F를�중심닮음변환한것이고�도형�F2는�도형�F1을�회

전이동한것이다.�

그러므로�F₁≡�F2�,�F∽F2이다.�

또한�도형�F2를�F1로�넘기고�F1을�F로�넘기는�변환도�생각할수�있다.�

도형�F와�F2가�닮음도형이면�합동변환과�중심닮음변환을�적당히�하여�F를�F2로�넘

길수�있다. 
이렇게�하는것을�변환의 합성이라고�부른다.��

 
 
 
Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

도형�F를�그와�합동인�도형으로�넘기는�변환을 합동변환이라고�부르며�

그와�닮은�도형으로�넘기는�변환을�닮음변환이라고�부른다.�

그림�8-1 

A�

B� C�

C1�B1�

A1�

A1�

B1� C1�합
동�
변�
환�

닮�
음�
변�
환�

그림�8-2 

O�

A�

A1�

A2�

F�

F2�

F1�

제 1절. 도형의 변환 
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문 제 
 
1.�다음�변환에서�합동변환,�닮음변환을�찾아보

아라.�

평행이동,�회전이동,�축대칭이동,�중심닮음변환�

2.�그림�8-3에서�ℓ//ℓ₁이다.�

△ABC를�△ABC1,�△ABC2로�넘길�때�변하

지�않는것은�무엇인가?�이�변환은�합동변환

인가,�닮음변환인가?�

변환들가운데는�모양과�크기가�변하는�변환

도�있다.�

�

1)�판을�프레스로�눌러�물건을�만들�때�
 

 
 
 
 
 
 
 

�

2)�자동차바퀴의�쥬브에�바람을�넣을�때�
 
 

 
�
 
 
 
 
 

�

1)�고무막을�늘일�때�찢어지는것�
 
 
 
 
 
 
 

�

�

�

그림�8-3�

ℓ

ℓ1�

C1�

A B�

C C2�

A�

B
C�

F�

A1�
B1�

C1�

F1�

그림�8-4

례� 1�

그림�8-6

A1

F� F1
F→F1�

A→A1,�A2

A�

A2�

례� 2

A

B�

C�
A1�

B1

C1

F1F�
그림�8-5 

.
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2)�쇠줄을�늘일�때�끊어지거나�두�점이�겹치는것�
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

�

�

례�1 의�변환에서�면,�선들의�이어진�상태는�달라지지�않는다.�
 
 
 
 
  
 

여기서�면과�선들의�크기와�모양은�달라져

도�좋고�달라지지�않아도�좋다.�

합동변환,�닮음변환,�련속변환사이에는�다

음과�같은�관계가�있다.�

�

(련속변환의�모임)⊃(닮음변환의�모임)⊃�

(합동변환의�모임)�

�

그림�8-9의�ㄱ)과�같이�직4각형�F를�말아서�F1과�같은�도형으로�1:1

로�넘기면�이�넘기기는�련속변환이다.�그러나�ㄴ)과�같이�직4각형�F를�말

아서�원기둥의�옆면�F2로�넘긴다면�이�넘기기는�련속변환이�아니다.�이

때에는�F�→�F2에서�

A,�C�→�A₁�;��M,�N�→�M₁�;��B,�D�→�B1�

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

일반적으로�면들,�선들의�이어진�상태가�그대로�있는�변환을�

련속변환이라고�부른다.�

ㄱ)�

A�

B�

C

D

F

E
M� N

F1�

A1� C1�

B1� D1�

M1� N1�

E1�

F2�

E1�

B1(D1)�

M1(N1)�

A1(C1)�

그림�8-9 

ㄴ)

그림�8-8�

합동변환�

련속변환�

닮음변환�

례� 3�

A�

B� A1 A2 B1

A1(B1)

F� F1�F→F1�

ㄱ)�A→A1,A2�

Aㄴ)�A,�B→A1

ㄱ)

ㄴ)

그림�8-7 
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��������그림�8-10과�같이�원기둥옆

면�F를�그�옆면의�전개도�

F1로�1:1로�넘긴다면�이�넘

기기는�변환이다.�

(여기서�F1의�점선으로�표시

한�변에는�AB가�대응하지�않

는다고�본다.)�

이�변환은�F에서�이어져있

던�선�CD가�F1에서는�끊어졌기때문에�련속변환은�아니다.�

문 제 

1.�그림�8-11과�같이�전등불에�의하여�원�F의�그림자가�구면에서�곡면�F1로�나타

났다.�F�→F1은�련속변환이라고�말할수�있는가?�또�닮음변환이라고도�말할수�있

는가?�

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.�그림�8-12와�같이�F를�구부려�F1을�얻었다.�F�→F1은�련속변환이라고�말할수�있

는가?�
 
 
Ã

Ã

Ã

Ã

Ã

Ã
 

ㄱ)

ㄴ)

F�

F�

F1�

F1�

그림�8-12

A

B

F

A1�

B1�

F1�

그림�8-11

A

B

C D

E

A1

B1

C1� D1�E1

그림�8-10 
F F1�

례� 4�
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2. 도형의 련속변환 

1) 선의 련속변환 

(1) 선분의 련속변환 

선분을�련속변환하면�그림�8-13 과�같은�여러가지�모양의�선을�얻는다.�

 
 
 
 
 
 
 
 
 

선�ㄱ),�ㄴ),�ㄷ),�ㄹ)들은�모두�어느�하나를�다른것들로�련속변환할수�있는것들

이다.�이런�선들의�그�모양과�길이는�다를수�있으나�다음과�같은데서는�다�같다. 

①�벌어진�선이다.�

②�이�선을�한점에서�끊으면�두�부분으로�나누어진다.(그림�8-14)�

�

�

�

�

�

�

�
 

③�평면에서�이런�선은�평면을�두�부분으로�나누지�않는다.�선에�놓이지�않는�임의의�

두�점�A,�B도�그�선과�만나지�않는�선으로�이을수�있다.(그림8-15)�

 
(2) 원둘레의 련속변환 

원둘레를�련속변환하면�그림�8-16 과�같은�여러가지�모양의�도형을�얻는다. 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

선�ㄱ),�ㄴ),�ㄷ),�ㄹ)들은�모두�어느�하나를�다른것들로�련속변환할수�있는것들�

이다.�이런�선들은�그�모양과�길이는�다를수�있으나�다음과�같은데서는�다�같다.�

ㄱ)� ㄴ) ㄷ) ㄹ)�

그림�8-16

A�

그림�8-14 

A
B�

그림�8-15

ㄱ)� ㄴ) ㄷ) ㄹ)�

그림�8-13
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①�다문선이다.�

②�이�선은�한�점에서�끊어도�두�부분으로�나누어지지�않는다.�두�점에서�끊어야�

두�부분으로�나누어진다.(그림�8-17)�

③�평면에서는�다문선에�의하여�평면이�아낙과�바깥으로�나누어진다.�아낙점과�

바깥점을�맺는�선은�반드시�이�선과�만난다.(그림�8-18)�

�

2) 면의 련속변환 

 

(1) 바른4각형의 련속변환  
바른4각형을�련속변환하면�그림�8-19와�같이�여러가지�모양의�도형들을�얻는다.�

 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

면�ㄱ),�ㄴ),�ㄷ),�ㄹ)들은�모두�어느�하나를�다른것들로�련속변환할수�있는것들이

다.�이런�면들은�그�모양과�크기는�다를수�있으나�다음과�같은데서는�다�같다.�

①�벌려져있는�면이다.�

②�도중에서�자기끼리�만나지�않는다.�

③�이�면을�그림�8-20과�같이�그�둘레의�두�점을�맺는�선을�따라서�한번�자르면�

두�부분으로�나누인다.�

④�이런�면은�공간을�두�부분으로�나누지�않는다.�면에�놓이지�않는�임의의�두�점�

A,�B도�그�면과�만나지�않는�선으로�이을수�있다.(그림�8-21)�

 
 
 
 
 
 
 
 

ℓ

A

B

그림�8-20

A

B�

그림�8-21 

A�

B

그림�8-17 

A B

C�

D�

E

F

그림�8-18

ㄱ)� ㄴ) ㄷ) ㄹ)�

그림�8-19
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(2) 구면의 련속변환 
 
구면을�련속변환하면�그림�8-22 와�같은�여러가지�모양의�도형을�얻는다.�

 
 
 
 
 
 
 
 
 

면�ㄱ),�ㄴ),�ㄷ),�ㄹ)들은�모두�어느�하나를�다른것들로�련속변환할수�있는것들

이다.�이런�면들은�그�모양과�크기는�다를수�있으나�다음과�같은데서는�다�같다.�

①�다물어져있는�면이다.�

②�도중에서�자기끼리�만나지�않는다.�

③�이�면을�그림�8-23에서와�같이�그�우에�있는�다문선�ℓ을�따라서�한번�자르면�

두�부분으로�나누어진다.�

④�이런�면에�의하여�공간은�아낙과�바깥으로�나누어진다.�아낙점과�바깥점을�맺

는�선은�반드시�이�면과�만난다.  
 
 

�

�

�

�

�

�

�

그림�8-25와�같은�그라프에서�마디

점�A로부터�B에로�가는�《길》은�여러

개�있다.�실례로�길�ACB,�AEB,�AB�등

은�다�길이다.�

길가운데서�길�AEBCA와�같이�제자리

로�돌아오는�길을�다문길이라고�부른다.�

다문길이�없는�그라프를�나무라고�부

른다.�

�
 
 
 
 

나무에서�마디점의�수를�m,�마디의�수를��n 이라고�하면�늘�

m -n=1�
이다. 

A� B�C�

E�

D�
F�

그림�8-25 

그림�8-23�

ℓ�

그림�8-24�

ㄱ) ㄴ) ㄷ) ㄹ)�

그림�8-22
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이것은�나무를�만드는�과정을�보면�알수�있다.�즉�마디수가�1인�나무에서�

m-n=2-1=1인데�마디를�하나씩�늘일�때마다�마디점도�꼭�하나씩�는다.�

이리하여�어떤�나무에서나�m -�n에는�변화가�없이�늘�1이�된다.�즉�늘�

1=− nm  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

그림�8-27과�같이�어떤�면에�놓인�그

라프에서�마디에�의하여�둘러막힌�평면의�

유한부분을�그라프의 면이라고�부를�때도�

있다.�

�

�
 
 
 

(증명)�그라프로부터�나무를�만들려면�그라프의�면을�없애야�한다.�면을�하나�없애

려면�그�면에�붙어있는�마디를�하나�떼여버리면�된다．�

실례로�그림�8-28에서�마디�①을�떼면�면�Ⅰ이�

없어지고�마디�③을�떼면�면�Ⅲ이�없어진다．p
개의�면을�다�없애려면�p개의�마디를�떼여버려

야�한다．그러므로�m개�마디점과�n개의�마디�그

리고�p개의�면을�가진�그라프에서�p개의�마디

를�떼여버리고�마지막에�나무를�만들었을�때�이�

위상그라프의�마디점의�수는�m그대로이고�마디

의�수는�n -�p로�된다．�

그러면�나무의�성질에�의하여�

m-(�n -�p)=1�
∴�m -�n +�p=1�

이런�증명수법을�《줄임법》이라고�부른다．�

�

�

�

정리 1.�평면에�놓인�그라프에서�마디점의�수를�m,�마디의�수를�n,�면의�수를�

p 라고�하면� m-n+ p=1 

정리 2.�(오일레르정리)다면체에서�정점의�수를�m,�모서리수를�n,�
면의�수를��p라고�하면�m-n+p=2 

그림�8-28 

Ⅳ�

①

②

③�

④�

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ�

그림�8-27�

면
면�

면�

면
면�

(m-n=1)� (m-n=1)� (m-n=1)� (m-n=1)�

그림�8-26
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(증명)�다면체의�겉면에서�한�면을�떼내고�바른4각형면에�련속변환하면�그림�8-29

의�ㄷ）과�같은�그라프를�얻을수�있다．이때�마디점의�수는�m，마디의�수

는�n，면의�수는�p -１이다．따라서�정리�１에�의하여�

m - n ＋（�p -１）＝1�

∴�m– n ＋�p＝2�

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

이것은�ㄴ）에서�한면을�다시�붙인�ㄱ）에서의�m，n，p사이의�관계이다．�

일반적으로�다문면에서�m- n＋�p를�오일레르특성수라고��부른다．�

�

(주의)�우의�증명수법을�이．씨．지만의�《외과수술방법》이라고�부른다．도형을�자

르고�붙이되�마지막에는�제자리로�돌아가게�한다．이�증명수법은�줄임법과�

함께�앞으로�높은�단계의�기하를�학습하고�연구할�때�널리�쓰이게�된다．�

�

정리�2의�공식은�볼록한�다면체뿐아니라�오목한�다면체에서도�늘�옳다．또한�다

면체의�겉면을�련속변환하여�얻은�도형에�대해서도�늘�옳다．�

�

문 제 

 

1.�그림�8-30의�그라프들에서�몇개의�마디를�떼여버리면�나무가�되겠는가?�실지�나

무를�만들어보아라．�

�

�
 
 
 
�

�

�

�

� 그림�8-30�

ㄱ)� ㄴ) ㄷ)

A1

A�

B�

C�
D�

E�

F B1�

C1�
D1E1�

F1�

ㄱ) ㄴ) ㄷ)�

그림�8-29
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2.�그림�8-31에�있는�세�도형가운데서�어느�하나를�련속변환하여�다른�하나를�얻을

수�있겠는가?�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3.�원둘레를�그와�사귀지�않는�직선을�축으로�하여�돌릴�때�고리형면이�생긴다．(그림�

8-32)구면을�고리형면으로�련속변환할수�있는가? 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

4.�그림�8-33과�같은�고리형면에�두�다문선�ℓ과�ℓ1이�있다．다문선�ℓ과�ℓ1을�따

라�자르면�그�고리형면이�둘로�나누어지겠는가?�

�

�

�

�

1.�어떤�도형�F에�두�평행이동� ba
r

, 를�거듭�실시하여（합성） 1F 로�넘기였다．�

도형�F를� 1F 로�넘기는�평행이동� c가�있는가?�

이�합성을�평행이동�� ba
r

, 의�더하기라고�부르고� ba
r

+ 로�표시한다.�

2.�어떤�도형�F에�두�회전이동�� )(O 1α ， )(O 2α 를�거듭�실시하여（합성） 1F 로�넘기였다．�

도형�F를� 1F 로�넘기는�회전이동� )(O 3α 이�있는가?�

이�합성을�회전이동� )(O 1α ， )(O 2α 의�더하기라고�부르고� )(O 1α ＋ )(O 2α 로�표시

한다.�

3.�그림�8-34의�4각형에�대각선이�그어져있다．이�도형을�다음과�같이�변환할�때�달

라지는것과�달라지지�않는것을�각각�×와�○로�표시하여라.�

그림 8-32 
ℓ

ℓ

ℓ1

그림 8-33 

련 습 문 제

그림�8-31

A�

B

C�

D�

E�

A1�

B1�

C1�

D1�E1�

E2�

A2�

B2�

C2�

D2�
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1. 산법 

알아보기 1)�두�실수�3 과� 2 의�렬�(3,� 2 )에�수 

3+ 2 ,�3- 2 ,�3 2 ,�
2

3
�

을�각각�대응시킬�때�그�대응규칙을�알아보아라.�

2)�두�복소수�1+6i,�1-6i의�렬�(1+6i,�1-6i)에�복소수�2,�12i,�37
을�각각�대응시킬�때�그�대응규칙은�무엇인가?�

변의 길이 각의 크기 면 적 모 양
합동변환 
닮음변환 
련속변환 

A�

B� C�

D�

O�

그림�8-34�

제 2 절. 산법을 가진 모임 

자동차쥬브면에�그려져있는�그라프가�그림과�같이�주어져있다.��

이때�m-�n +�p는�얼마이겠는가?�

1)�자동차쥬브면을�그림과�같이�다문선�ℓ로�자르고�구멍을�면�

α1,α2로�막으면�구면을�련속변환한�면에�그려진�그라프로�볼

수�있는가?�

2)�이때�m–n+p=2라는것을�알고�면�α1,�α2를�제거하고�처음상태

로�만들�때�마디점수,�마디수,�면의�수가�달라지는것을�보고�

m –n +p를�계산해보아라.�
 

탐�구�

α2 

α1 



 212�  

�

�

 

 

 

 

 

옹근수모임�Z의�임의의�두�원소�4와�-3의�렬�(4,�-3)에�4+(-3)을�대응

시키는�규칙�즉�더하기규칙�

＊：(4,�-3)→4+(-3)�

을�주면�4+(-3)=1이므로�옹근수모임에서�더하기는�산법이다.�

�

여러마디식모임에서�더하기,�덜기규칙도�여러마디식모임에서의�산법이다.�그리고�평

행이동�a ,�b의�렬�(a ,�b )에�평행이동�c (= ba + )를�대응시키는�두�평행이동의�더

하기는�평행이동들의�모임에서의�산법으로�볼수�있다.�회전이동도�마찬가지다.�
�

문 제 

 

1.�두�옹근수�a,�b의�렬�(a,�b),�(b,�a)에�더하기산법을�하여�각각�c,�c1이�얻어졌다

면�c=c1이라고�말할수�있는가?�

2.�자연수모임�N에서�임의의�두�원소�a,�b의�렬�(�a,�b)에�ba�(b의�a2제곱)을�대응시

키는�규칙을�산법(제곱산법)이라고�말할수�있는가?�

3.�임의의�실수�a,�b에�대하여�log b a도�실수모임에�속하는가?�산법(로그산법)이라고�말

할수�있는가?�

�

알아보기 1)�자연수모임�N의�임의의�두��원소�a,�b의�렬�(a,�b)에�덜기산법

을�하여�a-b를�얻었다면�늘�a-b∈N인가?�더하기산법을�하였을�때

는�어떤가?��

2)�복소수모임�C의�임의의�두�원소�a , b에�대하여�늘�a+b,�a-b,�ab,�

b
a
∈C인가?�

�

�

�

�

�

�

1)�자연수모임�N은�더하기,�곱하기에�관해서는�닫기지만�덜기,�나누기

에�관해서는�닫기지�않는다.�

모임�S의�두�원소��a,�b의�렬�(a,�b)에�한�원소�c를�대응시

키는�규칙��

＊：(a,�b)→�c�
를�모임�S에서의�산법이라고�부르며�

a＊b=c�
라고�쓴다.�

모임�S의�임의의�두�원소�a,�b 에�산법�＊을�하였을�때�늘�S에�속하는�원소가�

나오면�＊을�S에서�정의된�산법이라고�부르며�이때�S는�산법�＊에�관하여�

닫긴다고�말한다.�

례� 2�

례� 1�
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2)�옹근수모임�Z는�더하기,�덜기,�곱하기에�관해서는�닫기지만�나누기

에�관해서는�닫기지�않는다.�

3)�실수모임�R는�더하기,�덜기,�곱하기,�나누기에�관하여�닫긴다.�

�

��������여러마디식모임은�더하기,�덜기,�곱하기에�관하여�닫기지만�나누기에�관

해서는�닫기지�않는다.�

�

문 제 

1.�복소수모임은�어떤�산법에�관하여�닫기는가?�

2.�실수모임은�제곱산법에�관하여�닫기는가?�

3.�평행이동,�회전이동의�모임이�더하기산법에�관하여�닫기는가?�

�

2. 산법을 가진 모임 

알아보기�1)�옹근수모임�Z의�임의의�원소�a, b, c에�대하여�다음�법칙이�만족

되는가?�

①�a+b=b+a,  ab=ba    (바꿈법칙)�

②�(a+b)+c = a+(b+c) , (ab)c =a(bc)  (묶음법칙)�

③�(a+b)c =ac+bc    (분배법칙)�

2)�수모임�N,�Q,�R,�C들도�더하기,�곱하기에�관하여�묶음법칙을�만

족시키는가?�

�

더하기�또는�곱하기산법＊에�관하여�모든�수모임,�식모임은�묶음법칙을�만족시킨다.�즉��

(a＊b)＊c=a＊(b＊c)�
일반적으로�모든�수모임,�식모임에서�덜기산법,�나누기산법에�관하여�묶음법칙,�바꿈법칙이�성

립하지�않는다.�

�

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−≠−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2

3
2

3
4

3
2

3
2

3
4

이므로�유리수모임�Q에서�덜기산법에�관하여�

묶음법칙이�성립하지�않는다.�

�

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ÷÷≠÷⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ÷

3
2

3
2

3
4

3
2

3
2

3
4

이므로�유리수모임�Q에서�나누기산법에�관하

여�묶음법칙이�성립하지�않는다.�

�

알아보기 더하기와�곱하기에�대하여�다음�같기식이�옳은가?�

1) a+0=a�
2) a×1=a�

례� 1�

례� 2�

례� 3�
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�

�

�

�

모든�수모임,�식모임에서�e′=0,�e″=1이다.�

�

평행이동�a 의�모임에서�0원소는�0이다.�

�

알아보기�1)�옹근수모임�Z에서�임의의�옹근수�a를�잡았을�때�

a+a′=0,�a×a″=1�

인�옹근수��a′,�a″가�늘�있는가?�

2)�유리수모임�Q,�실수모임�R,�복소수모임�C에서는�어떤가?�

�

�

�

�

임의의�유리수(유리식)�a(≠0)에�대하여�

a+(-a)=0,�a·
a
1

=1�

이므로�유리수(유리식)모임�Q에서�a의�반대원소는�-a이고�a의�거꿀원소

는�
a
1
이다.�

평행이동의�모임에서�원소�a 의�반대원소는� a− 이고�함수모임에서�원소�

( )xf 의�반대원소는�- ( )xf 이다.�

1÷5=
5
1
,�

5
1
∉N�즉�자연수모임에서는�나누기산법이�정의되지�않으므로�

거꿀원소가�없다.�그리고�0∉N이므로�령원소도�없다.�

�

문 제 

 

1.�실수모임,�복소수모임에서�임의로�수를�하나�잡고�그것의�반대원소,�거꿀원소를�찾

아보아라.�

2.�유리함수모임,�무리함수모임에서�반대원소를�말하여라.�

더하기,�곱하기가�정의된�모임�S의�임의의�원소�a에�대하여�

a + e′= e′+ a =a ,    a × e″= e″× a=�a�

인�원소��e′를�령원소,�e″를�단위원소라고�부른다.��

더하기,�곱하기가�정의된�모임�S의�원소��a�에�대하여��

a+a′= a′+�a=0,�a× a″= a″×  a=�1�
인�원소�a′를�a 의�반대원소,�a″를�a 의�거꿀원소라고�부른다.� 

례� 6�

례� 7�

례� 3�

례� 4�

례� 5�
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알아보기�1)�수모임,�식모임에서�묶음법칙을�만족시키며�령원소,�반대원소를

다�가지는�모임을�찾아보아라.�

2)�또한�묶음법칙을�만족시키면서�단위원소,�거꿀원소를�다�가지는

모임은�어느�모임인가?��

�

�

�

�

우에서�더하기산법을�곱하기로�바꾸고�2)와�3)을�각각�

2)�단위원소가�있다.�

3)�거꿀원소가�있다.�

로�바꾸면�S는�곱하기에 관하여 군을 이룬다고�말한다.�

�

유리수모임은�더하기에�관하여�군을�이룬다.�그것은�

1)�(a+b)+c=a+(b+c)�a,�b,�c∈Q�

2)�0∈Q�:�령원소�

3)�a+(-a)=0,�-a∈Q�:�반대원소�

이기때문이다.��

�

수모임�｛0,�1｝은�1+1=0으로�약속하면�더하기에�관하여�군을�이룬다.�

그것은��

1)�묶음법칙이�성립하고�

2)�0+0=0,�1+0=1이므로�령원소가�있고�

3)�0+0=0,�1+1=0이므로�0의�반대원소�0,�1의�반대원소�1이�있기때문

이다.�

�

평행이동의�모임은�더하기에�관하여�군을�이룬다.�

그것은�임의의�세�평행이동�� cba ,, 에�대하여�

( ) ( )cbacba ++=++ �

이고�령원소�0와�임의의�a 의�반대원소�-a 가�있기때문이다.�

�

문 제 

1.�유리수모임은�곱하기에�관하여�군을�이루는가?�

2.�실수모임은�더하기,�곱하기에�관하여�군을�이루는가?�

3.�복소수모임은�더하기,�곱하기에�관하여�군을�이루는가?�

4.�여러마디식모임은�더하기에�관하여�군을�이루는가?�

모임�S에�더하기산법이�정의되였다고�하자.�이때��

1)�(a+b)+c=a+(b+c),�a,  b,  c∈S�
2)�령원소가�있다.�

3)�반대원소가�있다.�

를�반족시키면�S는�더하기에 관하여 군을 이룬다고�말한다.�

례� 8�

례� 9�

례�10�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 

 
�

1.�두�자연수의�렬에�최대공통약수를�대응시키는�규칙은�산법인가?�자연수모임은�이

산법에�관하여�닫기는가?�

2.�다음의�표에�제시된�모임이�제시된�산법에�관하여�닫기는가를�따져보고�닫기면�O,�

닫기지�않으면�×를�표시하여라.�

�

�

�

�

�

�

3.�A=｛0,�1,�2,�3｝의�두�원소�a,�b에�｜a-b｜를�대응시키는�산법을�＊로�표시

하자.�

1)�이�산법에�대한�다음의�산법표를�완성하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2)�A는�산법＊에�관하여�닫기겠는가?�

3)�바꿈법칙이�성립하는가?�

4)�묶음법칙이�성립하는가?�

산  법 
수모임 
3의 배수모임 

{ } ,2 Z∈+ baba

참분수전체의 

더하기 덜  기 곱하기 나누기 

 탐�구�

중심닮음변환의�모임은�더하기에�관하여�군을�이룬다는것을�밝혀라.�

1)�중심닮음변환의�정의�

2)�두�중심닮음변환의�합성(더하기)�

3)�령원소�

4)�반대원소�

5)�군의�정의에�따르는�조건확인�

련 습 문 제

＊ 

1

0

0�

1

1�

2�

2 3

3�

0 1
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4.�A=｛1,�2,�3,�6｝에서�산법�＊는�두�원소�a,�b에�그�최대공통약수를�대응시키는�

규칙이다.�

1)�다음의�산법표를�완성하여라.�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2)�단위원소가�있는가를�알아보아라.�

3)�거꿀원소가�있는가를�알아보아라.�

5.�무리식모임이�더하기에�관하여�군을�이루는가?�

�

�

 

 

1.�변환의�합성을�더하기라고�부른다.�이때�다음�변환들의�모임이�더하기에�관하여�군

을�이루는가?�

1)합동변환의�모임�

2)�닮음변환의�모임�

3)�련속변환의�모임�

2.�지수식의�모임이�더하기에�관하여�군을�이루는가?�

3.�A=｛1,�2,�3,�6｝의�두�원소의�렬에�그�최소공통배수를�대응시키는�산법을�기호�

＊로�표시하자.�

1)�＊에�관한�산법표를�만들어라.�

�

�

�

�

�

�

�

2)�A는�산법＊에�관하여�닫기는가?�

3)�산법�＊에서�바꿈법칙과�묶음법칙이�성립하는가?�

4)�A에�산법＊의�단위원소가�있는가?�

�

4.�옹근수모임에서�두�수의�렬에�그가운데서�작지�않은�수를�대응시키는�산법을�기호�

＊로,�크지�않은�수를�대응시키는�산법을�기호�⊕로�표시하자.�

복 습 문 제

＊

1
1

1

2

2

3

3 6

6

3

＊ 1

1

2

2

3

3 6

6
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1)�다음의�계산을�하여라.�

3＊7,�7＊3,�-5＊-11,�-11＊-7�

2)�산법�＊에서�바꿈법칙이�성립하는가?�

3)�다음의�계산을�하여라.�

(7＊5)＊9,�7＊(5＊9),�(-8＊3)�＊(-14),�-8＊(3＊(-14))�

4)�산법�＊에서�묶음법칙이�성립하는가?�

5)�다음의�계산을�하여라.�

6⊕(3⊕5),�(6⊕3)⊕(6⊕5),�-4⊕(-7⊕-8),�(-4⊕-7)⊕(-4⊕-8),�

-9⊕(-6⊕-3),�(-9⊕-6)⊕(-9⊕-3)�

6)�산법�＊,�⊕에�대해서�분배법칙이�성립하는가?�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

연�구�

그라프에서�어떤�마디점��A에�붙어있는�마디�A의�수를�그�마디점의�차

수라고�부른다.�그림의�그라프에서��마디점�A의�차수는�4이다.�그라프에서�어

떤�마디점�A에서�시작하여�매�마디를�꼭�한번씩�지나�제자리로�돌아오는�길

이�있을�때�이�그라프를�오일레르그라프라고�부른다.�이때��《매�마디점의�

차수가�짝수인�그라프는�오일레르그라프이다.》를�증명하여라.(케뉴스베르그

다리문제의�일반화)�

�

 

A�

 

아직도 풀리지 않는 문제-쌍둥이씨수문제 
씨수들가운데는�3과�5,�5와�7,�11과�13�등과�같이�짝수�하나를�사

이에�두고�이웃하여있는�씨수들이�있다.�이러한�씨수들을�쌍둥이씨수라

고�부른다.�

쌍둥이씨수가�무한히�많겠는가�아니면�유한개이겠는가�하는�문제를�

쌍둥이씨수문제라고�부른다.�

쌍둥이씨수문제는�아직까지�풀리지�않는�유명한�문제로�남아있다.�
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�

�

�

거꿀명제� (196)���Concerse�statement� ��Обратное  высказывание�

(Proposition)�

공액복소수� (72)� ��Conjugate�complex� ��Сопряшенное  комплексное  число 

number�

군� � (215)���Group� � � ��Группа 

로그방정식� (12)� ��Logarithmic�equation� ��Логарифмическая  уравнение 

로그안같기식�(13)� ��Logarithmic�inequality���Логарифмическое  неравенство 

로그함수� (6)� ��Logarithmic�function� ��Логарифмическая  функция 

명제� � (189)���Statement�� � ��Высказывание 

복소수�� (70)� ��Complex�number� ��Комплексное  число 

부정명제� (190)���Negative�statement� ��Отрицательное  высказывание�

산법� � (212)���Operation�� � ��Операция 

삼각방정식� (51)� ��Trigonometric�equation��Тригонометрическое  уравнение 

3차행렬식� (170)���Determinant�with� ��Определитель  третьего  порядка�

three�order 

삼각함수� (25)� ��Trigonometric�function��Тригонометрическая  функция 

삼각형식� (81)� ��Trigonometric�form������Тригонометрическая  форма 

순렬� � (137)���Permutation� � ��Перестановка 

실수부�� (70)����Real�part� ���������������Действительная  часть 

조합� � (143)���Combination� � ��Комбинация(Сочетание) 

지수방정식� (9)�����Exponential�equation����Показательное  уравнение   

지수안같기식�(10)� ��Exponentia�inequality���Показательное  неравенство�

지수함수� (4)    Exponential�function� ��Показательная  функция 

충분조건� (193)���Sufficient�condition������Достаточное  условие 

필요조건� (193)���Necessary�condition� ��Необходимое  условие 

행렬� � (155)���Matrix� � � ��Матрица 

허수� � (70)� ��Imaginary�number� ��Мнимое  число 

허수부�� (70)� ��Imaginary�part� � ��Мнимая  часть 

1차변환� (166)���Liner�transformation� ��Линейное  преобразование 

찾 아 보 기



 220�  

집�필  교수 박사 서기영, 교수 박사 류해동, 교수 박사 허달윤, 부교수 남호석, 부교수 김희일,  

부교수 홍성구, 조룡휘, 김원희 주일생  

심�사  심의위원회

편집�및�콤퓨터편성  김봉희 

장�정  류명심         교�정  오혜란 

수학(제 1중학교�제 5학년용)

제 3판�

교-10-보-507���������� � � � � � 값�45 원�

낸��곳 교육도서출판사 

인쇄소� � � � � 2 판발행�주체 99(2010)년��4 월��5 일�

3 판인쇄�주체 99(2010)년�3 월�25 일� � 3 판발행�주체 101(2012)년��월���일�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � �

�

�

�

편�찬�위�원�회�

�

김용진,�김영인,�한성일,�강영백,�리호용,�

김창선,�류해동,�조룡휘�

총편집�교수�박사�류�해�동�




