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위대한 령도자 원수님께서는 다음과 같이 말씀하시였다.

《수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한

수단으로 됩니다. 수학교육을 강화하는것은 자라나는 새 세대들의 과학적인 사고능력을

키워주는데서 중요한 의의를 가집니다.》

정보산업시대, 과학과 기술의 시대는 수학의 지식과 방법을 모르고서는 현대과학과

기술을 배울수도 없고 발전시킬수도 없다. 바로 그렇기때문에 수학은 모든 자연과학의

기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으로 된다.

수학은 반만년의 가장 오랜 력사를 가진 과학이다.

시대의 변천에 따르는 사람들의 생활과 실천의 요구로부터 수와 도형에 관한 단편적

인 지식의 축적으로 발생한 수학은 오늘 모든 과학과 기술의 기초로 되는 현대수학으로

까지 발전하여왔다.

지금 수학은 3대과학분야인 수학과학, 자연과학, 사회과학의 한 부분으로 되고있다.

수학은 사색을 요구하는 창조적인 과학이다. 수학을 잘 배워 그 방법을 잘 익히면

머리가 트이고 모든 사물현상을 조리있게 보고 판단하는 힘이 생기며 과학적인 사고능력

을 키울수 있다.

아무리 복잡한 수학공식이나 원리라고 하여도 자기 머리로 사고하고 처음부터 리치

를 차근차근 따져가면 그것을 확고하게 습득할수 있으며 높은 수학적지능을 소유하면 그

어떤 어려운 문제도 쉽게 풀수 있고 새로운 공식도 발견할수 있다.

6학년 수학에서는 벡토르와 도형의 방정식, 미분과 적분, 확률과 통계 등에 대하여

배운다.

우리는 위대한 령도자 원수님의 뜨거운 사랑과 배려를 가슴깊이 간직하고

조선을 위하여 배우고 또 배워 선군시대의 요구에 맞게 사회주의강성대국건설에 이바지

할수 있는 수학지식과 방법을 소유하기 위하여 적극 노력하여야 한다.

 

머 리 말
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제1장.벡토르와 도형의 방정식

벡토르

평면에서 직선의 방정식 

원뿔곡선의 방정식

공간에서 평면과 직선의 방정식

구면과 기둥면의 방정식

(ㄱ)

(ㄷ)

(ㄹ)

(ㅁ)

(ㄴ)
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1. 벡토르에 대한 개념

일상 생활에서 우리는 질량, 온도와 같이 크기만을 가지는 량들과 속도, 힘과 같이

크기와 방향을 가지는 량들을 대상하게 된다. 크기와 방향을 가진 량을 벡토르라고 부

르고 기하학적으로 방향선분으로 고찰하며 그것의 두 끝점을 잡아서 AB로 표시한다.

벡토르 AB 에서 A를 벡토르의 첫점, B를 벡토르의 끝점이라고 부른다.

벡토르 AB 에서 선분 AB의 길이를 AB 의 크기 또는 길이라고 부르고 AB 로

표시한다.

벡토르는 한개의 글자를 가지고 a 또는 a 로 표시하기도

한다.

길이가 1인 벡토르를 단위벡토르라고 부른다.

벡토르라고 하면 보통 크기와 방향만을 가지는것으로서

그 위치에는 관계가 없는것으로 본다.

두 벡토르 AB와 CD의 크기와 방향이 같을 때 그

두 벡토르는 같은벡토르라고 부르고 AB = CD 로

표시한다.

찾 기 그림 1-2 에는 여러가지벡토르들이표시되

여있다. 크기가 같은 벡토르, 같은벡토르,

크기는 같은데 방향이 반대인 벡토르들을

찾아보아라.

평면에서 한 점 O를 잡고 O를 첫점으로 하는 벡토

르만생각하여도평면의모든벡토르를생각하는것으로된다.

이때 벡토르 OA , OB , OC 를 각각 점 A,B,C의

위치벡토르라고 부른다.(그림 1-3)

a

그림 1-1

그림 1-4

A B

B A

그림 1-3

A

B
C

O

제 1 절. 벡 토 르

A

B

D

EF

H N

G

C

N

그림 1-2
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벡토르 AB 가 주어져있다. 이때 BA 를 벡토르 AB 의 반대벡토르라고

부르고 -AB로 표시한다.(그림 1-4)

크기가 0인 벡토르 즉 AA를 령벡토르라고 부르고 0로 표시한다.

2. 벡토르의 합과 차

우리는 두 벡토르 ba, 에 의하여 만들어지는 평행4변형 ABCD의 대각선 벡토르

AC를 두 벡토르 a와 b 의 합이라고 배웠다.

서로 평행이 아닌 두 벡토르 ba, 가 동일한 첫점 O를 가지면 a=OA , b=OB 로

표시할수 있고 OA , OB 를 변으로 하는 평행4변형

OACB의 대각선으로 표시된 벡토르 c=OC 에 의하여

벡토르 a와 b 의 합을 정의할수 있다. 즉 bac += 일

때 c 를 a 와 b 의 벡토르의 합이라고 부르며 이 방법

을 벡토르합의 평행4변형법칙이라고 부른다. 여기서

b =AC이므로 수학에서는 벡토르의 합을 보통 다음과

같이 정의한다.

벡토르 a 와 b 의 합이라는것은 a 의 끝점과 b 의 첫점을 일치시키고 a 의 첫점을

첫점으로 하고 b 의 끝점을 끝점으로 하는 새 벡토르 c를 말한다.

알아보기 그림 1-6을 보고 벡토르의 더하기에서 바꿈법칙과 묶음법칙이

성립하는가를 알아보아라.

　    abba +=+  















 ++=++ cbacba  

aaa =+=+ 00  

0=+−=−+ 










 aaaa  

(바꿈법칙)

(묶음법칙)

그림 1-5

O
a

b
c

A

B C

그림 1-6

a
ba +

cb +

b

c

a

A

B
C

O

a

b b
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벡토르 )( ba −+ 를 a와 b 의 차라고 부르고 ba − 와 같이 표시한다.

그림 1-7의 ㄱ)에서 ba − =OC=BA이므로 두 벡토르 a 와 b 의 차는 ㄴ)에서와

같이 구한다.

문 제

1. 다음 명제들에서 옳은것을 찾아보아라.

1) 단위벡토르들은 다 같다.

2) 서로 반대벡토르인 두 벡토르의 크기는 같다.

3) 령벡토르와 수 0의 의미는 같다.

2. 평행4변형 ABCD에서 점 E, F, G, H는 매개

변의 가운데점이다.(그림 1-8)

1) AG와 같은벡토르, 반대벡토르들을 말하여라.

2) AE 와 같은 벡토르, OB 의 반대벡토르들을

말하여라.

3. cba ,, 가 그림 1-9와 같을 때

cba

cbacba

+−=

−+=++=

2

1

OD

OD,OD

인 21 OD,OD,OD 를 그려라.

4. 평행4변형 ABCD의 대각선의 사귐점을 O라고 하고

ba == OB,OA 라고 할 때 벡토르 AC,BC,AB 를 각각 a , b 로 표시하여라.

5. 평행4변형 ABCD에서

ABBCBABC +=+

를 만족시키는 4각형은 어떤 4각형인가?

c

a

bc

b

a

O

그림 1-9

A

C

DG

H

E F
o

그림 1-8

B

그림 1-7

a-b

b

ba −

b

a

ba −

ㄱ) ㄴ)

B

A

C

O
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0
r
가 아닌두벡토르 ar , b

r
에대하여

R,// ∈=⇔ mambba rrrr

3. 벡토르와 수와의 적

령아닌 벡토르 a 를 두번 더하면 a + a =2 a 이다.

이것은 a의 2배로서 수 2 와 a의 적이다.

이 사실을 일반화하여 벡토르 a 와 수 λ 가 주어

졌을 때 다음과 같은 벡토르를 a 에 수 λ 를 곱한 적

이라고 부르고 λ a로 표시한다.(그림 1-10)

1) aa λλ =

2) λ >0일 때 λ a는 a와 방향이 같고

λ <0일 때 λ a는 a와 방향이 반대이며

λ =0일 때 λ a는 령벡토르이다.

벡토르와 수와의 곱하기는 다음과 같은 성질을 가진다.

두 벡토르가 방향이 같거나 반대일 때 두 벡토르는

공선이라고 부르며 a ‖b 로 표시한다. (그림 1-11)

점 A,B의 위치벡토르가 각각 a , b 일

때 AB의 가운데점 M의 위치벡토르

를 구하여라.(그림 1-12)

(풀이) 점 M은 AB의 가운데점이므로

AM =
2
1 AB

ar2

ar

ar5.1−

ar⋅0

그림 1-10

( )
( )
( ) ( )

aa

aa

aaa

baba

=

=

+=+

+=+

1

µλλµ

µλµλ

λλλ
( )R, ∈µλ

a

A

B

C

D

A

B

C

Da
b

b

그림 1-11

O

ar b
rmr

M
BA

그림 1-12

례
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nm
bmanp

+
+

=

rr

그런데 abam −=−= AB,AM 이므로

)(
2
1)(

2
1

)(
2
1

baabam

abam

rrrrrr

rrrr

+=−+=

−=−

즉 )(
2
1 bam +=

 

 해보기 그림 1-13에서 점 p가 변 AB의

임의의 점일 때
→

p 는 a , b 에

의해 어떻게 표시되는가? 이때

→

p 를 AP:PB=m: n으로 보고 구

하여라.

일반적으로 다음 사실이 성립한다.

평면자리표계의 x축, y축에 그림 1-14과 같이 단위

벡토르
→→

ji , 가 있다. 이것을 자리표벡토르라고 부른다.

이때
→→

== jyix OB,OA 이고
→→

+= jyixOP 이다.

문 제

1. 다음 명제가운데서 옳은것은 어느것인가?

1) 벡토르 AB와 BAλ 는 공선이다.

2) 벡토르 ba , 가 서로 다른 벡토르일 때 λ ba = 인 λ가 있다.

3) AB=CD이면 네 점 A, B, C, D는 평행4변형을 이룬다.

ar b
rpr

P B

O

A

그림 1-13

m n

그림 1-14

→

ix  

y

→
jy

x

→

j
0

P 

A 

B

→

i  

→
+

→
jyix  
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2. 다음것을 간단히 하여라.

1) 2(a +3b )+3(a +4b ) 2) 3(2a -3b +c )+4(b -a +c )

3)
3
1
(3a -4c )+

3
2
(a +6b )

3. 그림 1-15의 바른6각형 ABCDEF에 대하여 a=AB ,

b=BC 일 때 다음의 벡토르를 a , b 에 의하여 표시하

여라.

1) FC 2) CD 3) BE

4. 바른제형 ABCD의 한 밑변이 벡토르 a=AB , 옆변이

벡토르 b=AD 로 주어졌다. 제형의 밑각 ∠BAD=
3
π
일

때 제형의 나머지 변들과 대각선을 a , b 에 의하여 표시하여라.

5. 직각자리표계에서 A(9, 8), B(-3, 7)이 주어졌을 때 벡토르 OB,OA 를 자리표벡

토르에 의해 표시하여라.

4. 벡토르의 성분

  해보기 선분 AB와 직선 ℓ이 있다.

직선 ℓ에로의 선분 AB의 바른사영을

A1B1이라고 하고 직선 AB와 직선

ℓ사이각을 θ라고 하면 선분 AB,

A1B1, 각 θ사이에는 어떤 관계가

있는가?(그림 1-16)

수축 ℓ과 벡토르 AB 가 있다. 선분 AB의 직선 ℓ에 대한 바른사영을 A1B1로

표시하자. 이때 벡토르 11BA 을 벡토르 AB의 ℓ에 대한 사영이라고 부른다.

이제 ℓ에서 그 정방향의 단위벡토르를
→

i 라고 하면 11BA =
→

ix 로 되는 수 x가 있다.

이 수 x를 ℓ에 대한 AB 의 성분 또는 ℓ성분 또는 사영의 대수값이라고 부르고

ABP
lr

와 같이 표시한다. 즉

x= ABP
lr

이때 11BA =
→

ir ABP
l

A

B

C D

E

F

a

O

b

그림 1-15

A

B

B1A1

그림 1-16

ℓ
θ
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두 벡토르 a와 b
r
의 첫점을 한 점에 놓았을 때 두 벡토르가 놓이는 반직선들은 두

개의 각을 만든다. 이때 π 를 넘지 않는 각을 두 벡토르 a , b
r
사이의 각이라고 부르

고 ba Λ 로 표시한다.(그림 1-17)

a와 b
r
사이의 각이

2
π
일 때 a와 b

r
는 수직이라고 말하고 ba ⊥ 로 표시한다.

8CD,6AB == 일때 ABP
ir

, CDP
ir

와 11BA , 11DC 를구하여라.(그림1-18)

(풀이) A1B1=AB cos60∘이므로

ABP
ir

=3

따라서

11BA =3 i

다음으로 4
2
1

8CD1D1C o −=−== 







cos60 이므로

CDP
ir

=-4

따라서

11DC =-4 i

찾 기그림 1-19에서 벡토르 a ,b
r
와 그의 성분들사이에는 어떤 관계가 있는가

를 알아보고 그의 성질을 찾아보아라.

그림 1-17

a

b

a

b

ba∧

i

그림 1-18

A

B

B1A1 D1

C

D

120°
60°

i C1

그림 1-19

ℓ
arl

P

λa

a

a
lr
λP

A

B

C

C1B1A1
ℓ

arl
P brl

P

a
b

례
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문 제

1. 축 ℓ과 벡토르 AB가 있다. ^AB ℓ θ= 일 때
→

⋅−= iθcosBAAB 11

라고 말할수 있는가?

θ 가 뾰족각, 무딘각, 직각인 경우로 갈라서 따져보

아라.(그림 1-20)

2. 축 ℓ과 벡토르 ba, 가 있다. 다음의 경우에

)(P ba
ir

+ 를 구하여라.

1) ^,2 aa = ℓ ^,3,30 bb == o ℓ o45=

2) ^,4 aa = ℓ= ^,3,60 bb =o ℓ o120=

3. cba ,, 는 단위벡토르들이고 x축과 이루는 각은 각각 πππ ,
3

2,
3

이다. 벡토

르 cba ++ 23 의 x축에 관한 성분을 구하여라.

5. 공간에서의 직각자리표계 

공간의 한 점 O 와 O를 첫점으로 하는 세개의 단위벡토르를 다음과 같이 정한다.

°1
→→→

kji ,, 는 둘씩 서로 수직이다.

°2
→

i 로부터
→

j 로 가는 방향으로 오른나사못을 돌릴

때 오른나사못의 전진방향을
→

k 의 방향으로 정한다.

이때 공간에 직각자리표계가 도입되였다고 말하고 이

것을 기호｛O:
→→→

kji ,, ｝와 같이 표시한다.

여기서
→→→

kji ,, 를 자리표벡토르라고 부른다.

그리고 O를 지나며
→→→

kji ,, 의 방향을 각각 정의 방

향으로 잡은 축 Ox, Oy,Oz 를 자리표축, Ox를 x축, Oy
를 y축, Oz를 z축, 평면 Oxy, Oxz, Oyz 를 자리표평면이라고 부른다.

그림 1-20

O
θ

θA

B

B1A1

ℓ

i

O

z 

y 

 x

j

k

오른손자리표계

그림 1-21

aa

baba

rr

rrr

ll

lll

P)(P

PP)(P

λλ =

+=+
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마찬가지로 공간의 임의의 점 M의 위치벡토르 OM의 자리표 x, y, z를 점 M의

직각자리표라고 부르고 이것을 M(x, y, z)와 같이 표시한다. 이때 x를 M의 x자리표,

y를 M의 y자리표, z를 M의 z자리표라고 부른다.

그림 1-22와 같이 공간을 자리표평면들에 의해서 8개의 구역으로 나눈다.

그 매개 부분을 팔분구라고 부른다. 팔분구의 번호는 그림 1-22와 같이 붙인다.

x 

y

z

O

Ⅰ

그림1-22

Ⅲ Ⅱ

Ⅶ

Ⅳ

Ⅴ

Ⅵ

Ⅷ

그림 1-23

y 

x 

z 

A(3, 4, 5)

3

k

i j
O 5

4

직각자리표계가도입된공간에서임의의

령아닌벡토르 P 는자리표벡토르
→→→

kji ,,  

에의해서 

P =x
→

i  + y
→

j  + z
→

k  

로표시되고그표시는유일하며이표시를

해석적표시라고부른다.

P = x
→

i  + y
→

j + z
→

k , x = PP,PP,PP ozoyox zy rrr ==

일때 x, y, z 를 P 의 직각자리표 또는 성분이라고부르고이것을

P = },,{ zyx

와 같이 표시한다. 이때 x를 P 의 x 자리표 ( x – 성분 ), y를 P 의 y 자리표 

( y – 성분 ),  z를 P 의 z자리표( z – 성분 )라고 부른다.

O

z 

y 

 x

j

P

xi
 x

z 

y 

x
→

i + jy  

kz
jyk

x
→

i +
→

jy +
→

kz  

→

i
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례

자리표
Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ Ⅶ Ⅷ

x
y 

z 

+ ++
+
+

+
+ + +

+
++

- - - -
- - - -

- - - -

분구

매 팔분구에서 점의 자리표가 가지는 부호는 다음과 같다.

점 A(3, 4, 5) 를 찍어라.(그림 1-23)

 

6. 공간에서 벡토르의 합, 차 및 벡토르와 수와의 적의 자리표 

직각자리표계 ｛O:
→→→

kji ,, ｝가 도입된 공간에서 세개의 벡토르

{ }zyxzyxzyx ,,P  },,,{P  },,,{P 22221111
===

와 수 λ 가 주어졌다고 하자. 이때

( ) ( ) ( )
→→→

→→→→→→→→

±+±+±=







 ++±






 ++=±

kzzjyyixx

kzjyixkzjyix

212121

22211121 PP

→→→→→→

++=++= kzjyixkzjyix )()()()(P λλλλλ

이므로 다음과 같은 식을 얻는다.

}1,5,2{P},12,3{P 21 =−= 일 때 다음 벡토르들의 자리표를 구하여라.

1) 21 PP + 2) 21 PP −

3) 1P3 4) 21 P3P2 +

(풀이) 1) }2,3,5{}11,52,23{}1,5,2{}1,2,3{PP 21 =++−+=+−=+

2) }0,7,1{}11,52,23{}1,5,2{}1,2,3{PP 21 −=−−−−=−−=−

},,{P

},,{PP

},,{PP

21212121

21212121

zyx

zzyyxx

zzyyxx

λλλλ =

−−−=−

+++=+

례
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3) }3,6,9{}1,2,3{3
1

P3 −=−=

4) }1,5,2{3}1,2,3{2P3P2 21 +−=+

}5,11,12{}3,15,6{}2,4,6{ =+−=  

 

문 제 

 

1. 직각자리표계가 도입된 공간에 다음 점들을 찍어라.

1) A(2, 2, 2) 2) B(-3, -3, -3)

3) C(3, -2, -4) 4) D(0, 0, 5)

2. 다음 점들은 어느 분구의 점인가?

1) A(4, -3, 2) 2) B(-1, -4, 3)

3) C(3, -2, -1) 4) D(4, 2, 0)

3. }3,7,4{P},5,3,2{P 21 =−= 일 때 다음 벡토르의 자리표를 구하여라.

1) 21 PP + 2) 21 PP −

3) 2P3− 4) 21 P6P5 −

4. 두점 ),,(M,),,(M 22221111 zyxzyx 일때벡토르 2MM1 의자리표를구하여라.

5. 다음 벡토르들을 구하여라.(그림 1-24)

1) AAABBCCC 111111 +++  

2) CDAADADC 1 +−−  

3) DCCDODDB
2
1

1111 −++   

6. 4면체 ABCD가 주어졌다. 다음것을 구하여라. 

DACBBDACAB +−+−  

A

A1 B1

C1

D1

B

CD

O

그림 1-24
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6. 벡토르의 스칼라적 

1) 스칼라적의 정의와 성질 

어떤 물체가 힘 F를 받으면서 직선 ℓ을 따라 A에

서 B까지 움직였다고 하자.

이때 힘 F가 한 일 P는 다음과 같다.

P= θcosABF ⋅
Λ= Fθ ℓ

그림 1-26에서 알수 있는것처럼 스칼라적과 사영의 대수값사이에는 다음과 같은

식이 성립한다.

스칼라적의 정의  

두벡토르 1P 과 2P 의길이들과그것들사이의각의코시누스와의적을

두벡토르 1P 과 2P 의 스칼라적이라고부르고 이것을

21 PP ⋅ 또는 ( )21 P,P
와같이표시한다. 즉

21 PP ⋅ = θcosPP 21 , 2

Λ

1 PP=θ

122121 PPPPPPPP
21 PP rr ⋅=⋅=⋅

스칼라적의 성질  

1゜P·Q=Q·P (바꿈법칙)

2゜(P +Q )·R =P·R +Q·R (분배법칙)

3゜(λP )·Q=λ(P·Q ), λ∈R

4゜P·P = P 2≧0, 0P0PP =⇔=⋅

θ
ℓ

F

A B

그림 1-25

2PP
1P

r

2P

θθ 1PP
2Pr

그림 1-26

1P 1P

2P



16

(증명) 1゜은 정의로부터 곧 나온다.

2゜( ) ( ) RRPPPPRPRRP
RRR

⋅+⋅=+⋅=⋅=⋅+ QQQQ rrr

3゜( ) ( ) ( )QQQQ ⋅=⋅⋅=⋅=⋅ PPPPPP
QQ

λλλλ rr

4゜도 정의로부터 나온다.

스칼라적의 정의로부터 다음 사실이 성립한다.

임의의 3각형 ABC에서 BC=a, AC=b, AB=c일 때

A2222 cosbccba −+=
이라는것을 증명하여라.

(풀이) △ABC에서 ABACBC −=
그런데 스칼라적의 성질을 쓰면

AB)ABAC()1(AC)ABAC()ABAC()ABAC()BC,BC( ⋅−−+⋅−=−⋅−=

)AB,AB()AB,AC1)(()AC,AB1)(()AC,AC( +−+−+=

)AC,AB2()AB,AB()AC,AC( −+=
그런데

22BC)BC,BC( a== , 22AC)AC,AC( b==
22AB)AB,AB( c==

( ) AcosAcosACABAC,AB bc=⋅⋅=

따라서

Acos2222 bccba −+=

2) 스칼라적의 해석적표시 

직각자리표계가 도입된 공간에서 두 벡토르 },,{P 1111 zyx= , },,{P 2222 zyx= 의

스칼라적의 해석적표시를 구하자.

1P · =2P (x1
→

i  + y1
→

j  +z1
→

k )·(x2
→

i + y 2

→

j  + z 2

→

k ) 

→→→→→→→→

→→→→→→→→→→

⋅+⋅+⋅+⋅+

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=

kkzzjkyzikxzkjzy

jjyyijxykizxjiyxiixx

21212121

2121212121  

P ⊥Q ⇔ P ·Q=0

례 1
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그런데 
→→

⋅ ii =
→

i 2으로 표시하면

→

i 2=
→

j 2=
→

k 2=1

0=⋅=⋅=⋅
→→→→→→

ikkjji  

이므로

 

문 제  

1. 벡토르 a와 b 의 스칼라적을 구하여라.

   1)
3

^,5,3 π
=== baba

2) baba ,,6,3 == 의 방향이 같다.

3) baba ,,1,3 == 의 방향이 반대이다. 

2. a·b 를 구하여라.

1) a =｛3, 4｝, b =｛-2, 1｝

2) a =｛5, 2｝, b =｛-3, -6｝ 

3) a =｛4, 5, 6｝, b =｛-2, -3, 2｝

3. a =3, b =4, π
3
2^ =ba 일 때 다음의 값을 구하여라.

1) (a + b )·(a + b )

2) (a + b )·(a - b )

3) (3a -2b )·(a +2b ) 

21212121 PP zzyyxx ++=⋅
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3) 스칼라적의 응용 

벡토르의 길이 

},,{P zyx= 와 Q },{ yx= 에서

22
2

222
2

,P yxzyx +=++= Q

이므로 벡토르의 길이는 다음과 같다.

두 벡토르사이의 각 

두 벡토르 },,{P 1111 zyx= , },,{P 2222 zyx= 사이의 각 θ를 구하기로 하자.

212121 P^P,cosPPPP =⋅=⋅ θθ

이므로

21

21

PP

PPcos ⋅
=θ  

따라서 공간과 평면에서 두 벡토르사이의 각은 다음과 같다.

공간에서 두 점 ),,(M),,,(M 22221111 zyxzyx 사이의 거리를 구하여라.

공간 222P zyx ++=

평면 22 yx +=Q

공간:
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx

++++

++
=θ

평면:
2

2
2

2
2

1
2

1

2121cos
yxyx

yyxx

++

+
=ϕ

례 2

 

y 
P

 X

Z

O

그림 1-27

z 

Y x
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(풀이) )M,M( 21ρ =｜ 21MM ｜

그런데

21MM = },,{ 121212 zzyyxx −−−

이므로 구하려는 거리 ρ 는 다음과 같다.

)M,M( 21ρ = 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxx −+−+−

(주의) 평면에서 두 점 A ),(B),,( 2211 yxyx 사이의 거리는 다음과 같다.

2
12

2
12 )()()BA,( yyxx −+−=ρ

두 벡토르 },,{P 1111 zyx= , },,{P 2222 zyx= 의 수직조건의 해석적표시를

구하여라.

(풀이) 0PPPP 2121 =⋅⇔⊥

따라서 00PP 21212121 =++⇔=⋅ zzyyxx

평면에서 },{Q 111 yx= , },{Q 222 yx= 의 수직조건은 분명히

0QQ 212121 =+⇔⊥ yyxx

(주의) 두 벡토르 =1P ｛ 111 ,, zyx ｝, =2P ｛ 222 ,, zyx ｝가 공선이기 위해서는

1

2

1

2

1

2

z
z

y
y

x
x

== 일것이 필요하고 충분하다.

문 제  

1. 다음 벡토르의 길이를 구하여라.

1) a =｛3, 4, 5｝ 2) b =｛0, -2｝ 3) c =｛7, -2, 5｝

2. 두 점사이의 거리를 구하여라.

1) A(2, -3), B(6, 0) 2) A(-4, -5), B(3, 5) 3) A(2, 1, 7), B(3, 4, 1)

3. 두 벡토르사이각을 구하여라.  

1) a =｛4, 3｝, b =｛1, 7｝ 

2) a =｛2, 5｝, b =｛0, -3｝

3) a =｛2, -6, -3｝, b =｛3, 0, -4｝

4. 벡토르 a , b 가 공선인것을 찾아라.  

례 3
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1) a =
→→

− ji , b =
→→

+− ji 22           2)  a =
→→

− ji
5
24 , b =

→→

− ji
10
1

 

3) a =｛-2, 4｝, b =｛4, -8｝  4) a =｛2, -1, 3｝, b =｛-4, 2, -6｝

5. 세 벡토르 a =｛3, 2, 1｝, b =｛2, -3, 0｝, c =｛-4, 6, 0｝이 주어졌다. 

a ⊥b , b ∥ c임을밝혀라.

6. 세 점 A(5, -5, 4), B(-1, -2, 10), C(10, -3, 8)을 정점으로 하는 3각형이

직3각형이라는것을 증명하여라.

1. 4각형 ABCD의 변 AB, CD의 가운데점을 E, F로 표시하였을 때

2
BCADEF +

=

이라는것을 증명하여라.

2. a ={3, 5}, { } { }3,2,2,1 −=−= cb 일 때 다음 벡토르들의 성분을 구하여라.

1) cba 33 +− 2) cba 6)2(5 +−

3. 평행4변형 ABCD의 세 정점 A(-2, 1), B(1, 3), C(4, 0)가 주어졌다. 넷째

정점의 자리표를 구하여라.

4. { } { }1,2,6,4 −=−= ba 일 때 다음것을 구하여라.

1) bbaaba ⋅





 −−−⋅






 +

2
5

3
2

5
1

2
1

   

2) ( )32()32()2()2 babababa −⋅+++−⋅−

5. ba^ 를 구하여라.

1) { } { }3,1,4,0 == ba                          2) { } { }4,4,4,1 −=−= ba  

3) { } { }2,1,0,1,0,1 −== ba

6. 다음 벡토르의 스칼라적을 구하여라.

1) { } { }3,2,1,0 −== ba            2) { } { }2,1,5,3,4,2 =−= ba

7. 다음 같기식이 옳은가를 따져보아라. (여기서 aa = 이고 bb = 이다.)

1) 3)( aaaa =⋅⋅ 2) baaba ⋅=⋅⋅ 2)( 3) ababb 2)( =⋅⋅

4) ( 22 2)() bbaababa +⋅+=+⋅+ 5) ( 22 2)() bbaababa +⋅−=−⋅−

6) ( 22)() bababa −=−⋅+ 7) 222)( baba =⋅

련 습 문 제 
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8. 다음의 벡토르 ba , 가 평행인가를 따져보아라.

1) 
→→→→

+−=−= jibjia
2
3,23       2) a ={1, -1, 3} , b ={-2, 2, -6}

9. { } { }1,2,4,2,1,3 =−= ba 일 때 다음 벡토르의 길이를 구하여라.

1) ba 32 + 2) ba −4
10. 세 점 A(2, 2), B(3, 2), C(2, α )가 한 직선에 놓이기 위해서는 α가 어떤

값을 취해야 하는가?

11. 평면에 임의로 놓여있는 네 점 A, B, C, D에 대하여 

0CDABBDCAADBC =⋅+⋅+⋅

이 성립한다는것을 증명하여라.

12. 선분 AB의 한 끝점은 A(2, 3)이고 AB의 가운데점은 M(1, -2)이다. C(0, 4)

일 때 이 3각형의 무게중심의 자리표를 구하여라.

13. A(x1, y1), B(x2, y2)인 선분 AB를 주어진 비 λ로 나누는 점 M(x, y)의 자리표는

λ
λ

λ
λ

+
+

=
+
+

=
1

,
1

2121 yyyxxx

이다. 증명하여라.

14. 벡토르  { }6,2,3−=a 이 자리표축들과 이루는 각을 구하여라. 

15. 정점이 A(0, 5, 0), B(1, 1, 1), C(-1, 3, 2)인 3각형의 변들의 길이와 아낙각

들을 구하여라.

 

 

1. 직선의 벡토르방정식과 보조변수방정식  

직선에 놓이거나 직선에 평행인 벡토르가 주어

졌을 때 그것을 직선의 방향벡토르라고 부른다.

이제 직선 ℓ과 그의 방향벡토르 a가 주어졌다

고 하자.(그림 1-28)

직선 ℓ에서 어떤 점 P0을 잡으면 P0에는

위치벡토르 00 POP = 이 대응한다.

다음으로 직선 ℓ에서 임의의 점 P를 잡으면

P에는 위치벡토르 POP = 가 대응한다. 이때

R,PP0 ∈= tat
그림 1-28

y 

x 

ℓ
a

P

P0

0p p

o

제 2 절. 평면에서 직선의 방정식 
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그런데

00 PPPP −=

따라서

R,PP 0 ∈+= tat

점 P가 직선 ℓ의 점이 아니면 PP0 는 a 와 평행이 아니다. 그러므로 이런 점 P에

대해서는 우의 식이 성립하지 않는다.

우의 방정식을 직선 ℓ의 벡토르방정식이라고 부른다.

이제 { } { } { }yx aaayxyx ,,,OP,,OP 000 === 이라고 하면 직선의 벡토르방정식은

)()( 00

→→→→→→

+++=+ jaiatjyixjyix yx

→→→→

+++=+ jtayitaxjyix yx )()( 00

모양으로 표시된다. 따라서





+=
+=

tayy
taxx

y

x

0

0

이것을 직선 ℓ의 보조변수방정식이라고 부르며 t를 보조변수라고 부른다.

점 P0(5, 7)을 지나고 방향벡토르가 { }3,2=a 인 직선의 벡토르방정식과

보조변수방정식을 구하여라.

(풀이) 주어진 직선의 벡토르방정식은 직선의 임의의 점 P의 자리표를 (x , y)라고 할 때







 ++






 +=






 +

+=
→→→→→→

jitjijyix

at

3275

OPOP 0

다음으로 주어진 직선의 보조변수방정식은 우의 방정식으로부터





+=
+=

ty
tx

37
25

보조변수방정식에서 보조변수 t를 없애면

yx a
yy

a
xx 00 −

=
−

이것을 방향벡토르에 의한 직선의 방정식이라고 부른다.

점 M0(-1, 2) 를 지나고 방향벡토르가
→→

+ ji 23 인 직선의 방정식을 구하여라.

(풀이) 2,1,2,3 00 =−=== yxaa yx 이므로 방향벡토르에 의한 직선의 방정식은

2
2

3
1 −

=
+ yx

례 1

례 2
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점 P(0, b)를 지나고 방향벡토르가 jkia += 인 직선의 방정식을 구하여라.

(풀이) 방향벡토르에 의한 직선 ℓ의 방정식은

k
byx −

=
−
1

0

이것을 고쳐쓰면

bkxy +=  

이것은 우리가 이미 알고있는 방향곁수가 k인 직선의 방정식이다.

해보기 방향곁수 k를 직선과  x축이 이루는 각 θ로 표시해보아라.

kk
x
y

===
1

tanθ 이므로

k=tanθ
즉 방향곁수  k는 직선 ℓ이 x축과 이루는 각의 탕겐스와 같다.

두 점 M1 (x1,  y1), M2(x2 , y2)를 지나는 직선의 방정식을 구하자.

이 직선은 점 M1(x1, y1)을 지나고 방향벡토르가 21MM 인 직선으로 볼수 있다.

그런데 jyyixx )()(MM 121221 −+−= 이므로 고찰하는 직선의 방정식은

이것은 두 점을 지나는 직선의 방정식이다.

두점M1(-2, 3), M2(1, 5)를지나는직선의방정식을구하여라.(그림 1-29)

(풀이)
( )
( ) 35

3
21
2

−
−

=
−−
−− yx

이므로 

2
3

3
2 −

=
+ yx

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

례 3

그림 1-29

0

y 

x 

M1(-2, 3) M2(1, 5)

1-2

례 4
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문 제

1. 정점이 C(0, 0), A(a, 0), B(0, b)인 △ABC의 세 변의 벡토르방정식과 보조변

수방정식(변이 놓이는 직선)을 구하여라.

2. 점 M0(-3, 2)을 지나며 방향벡토르가
→→

−= jia 25 인 직선의 방정식을 구하여라.

3. 점 A(1, 2)를 지나며 x축과 60°를 이루는 직선의 방정식을 구하여라.

4. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 원점 O와 점 (3, -2)를 지나는 직선

2) 두 점 A(5, 2), B(-3, 4)를 지나는 직선

2. 직선의 일반방정식

점 M0(x0, y0)을 지나고 벡토르 jbian += 에 수직인 직선 ℓ의 방정식을 구하자.

직선에서 아무런 점 M(x, y)을 잡아도 MM0 ⊥ n이므로

0)()( 00 =−+− yybxxa

여기서 { }000 ,MM yyxx −−= , { }ban ,= 이다. 즉

ℓ∋M(x, y) ⇔ 0)()( 00 =−+− yybxxa

따라서 직선 ℓ의 방정식은

주어진 직선에 수직인 벡토르를 이 직선의 법선벡토르라고 부르며 이 방정식을

법선벡토르에 의한 직선의 방정식이라고 부른다.

점(1, 2) 를 지나고 벡토르 ji 23 + 에 수직인 직선의 방정식을 구하여라.

(풀이) M0(1, 2), { }2,3=n 이므로 법선벡토르에 의한 직선의 방정식을 구하는

공식에 의하여

0)2(2)1(3 =−+− yx

따라서 직선의 방정식은

0723 =−+ yx

0)()( 00 =−+− yybxxa

례 1
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(증명) 직선의 방정식이 1차방정식이라는것은 이미 앞에서 보았다.

거꾸로 x, y에 관한 1차방정식 0=++ cbyax 은 다 직선의 방정식으로

된다는것을 밝히자.

ㄱ) a≠0인 경우

0)0( =−+





 + yb

a
cxa

따라서 이것은 점 (- a
c
, 0)을 지나고 { }ban ,= 를 법선벡토르로

가지는 직선의 방정식이다.

ㄴ)  a=0인 경우

이때 b≠0이다

왜냐하면 b=0이면 1차방정식이 아니기때문이다.

이때 방정식은

( ) 0)(00 =++−
b
cybx

으로 쓸수 있다. 이것은 점 (0,
b
c−
)를 지나고 { }bn ,0= 를 법선벡토

르로 가지는 직선의 방정식이다.

어느 경우에나 x, y에 관한 1차방정식 0=++ cbyax 에서 { }ban ,= 는 이 직선의

법선벡토르이다. 방정식 0=++ cbyax 을 직선의 일반방정식이라고도 부른다.

직선의 방정식
5

1
2

3 +
=

− yx
을 일반방정식으로 고치고 이 직선의 법선벡

토르를 구하여라.

(풀이)
5

1
2

3 +
=

− yx
을 0=++ cbyax 모양으로 고치면 5(x -3)=2(y +1)

따라서 이 직선의 일반방정식은

01725 =−− yx
이고 법선벡토르는

{ }2,5 −=n

 

 

 

 

정리. 평면에서 직선의 방정식은 1차방정식 0=++ cbyax 으로 표시되고 그

거꿀도성립한다.

탐 구

자리표원점 O에서 직선 ℓ까지의 거리 P와 직선 ℓ과

x축이 이루는 각이 주어지면 직선은 유일하게 결정된다. 직선

ℓ의방정식을구하여라.

례 2
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문 제 
1. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 자리표원점을 지나며 벡토르
→→→

−= jin 32 에 수직인 직선과 평행인 직선

2) 점 M0(6, -1)을 지나며 법선벡토르가
→→

+−= jin 3 인 직선과 방향벡토르가

→→→

+−= jin 3 인 직선

2. 다음과 같은 직선의 방정식을 일반방정식으로 고쳐라. 그리고 방향벡토르와 법선벡토

르를 구하여라.

1) 5
5
3

−= xy   2)
7

4
3

3 +
=

− yx
  3)





+=
−=

ty
tx
23

2
, t∈R

3. 다음 방정식이 표시하는 직선을 그려라.

1) 03 =+− yx 2) 0252 =−+ yx

3)
2

1
3

5 −
=

+ yx
4)





+=
−=

ty
tx

2
23
, t∈R

4. 점 M0(1, -3)에서 직선 0143 =−− yx 까지의 거리를 구하여라.

3. 두 직선의 위치관계 

두 직선

0: ,0: 22221111 =++=++ cybxacybxa ℓℓ

이 주어졌다고 하자．

직선 1 ℓ 의 법선벡토르는

→→

+= jbian 111

직선 2 ℓ 의 법선벡토르는

→→

+= jbian 222

이때 직선 1 ℓ 과 2 ℓ 의 위치관계를 보자．

알아보기 1) 기하에서 평행각, 수직각의 성질을 말해보아라.

2) 두 직선

0   ,0 222111 =++=++ cybxacybxa
이 평행, 평행이 아닌 경우 법선벡토르들은 어떤 관계에

있는가?

그림 1-30
x 

y 1nr

2nr

1 ℓ

2 ℓ

0
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두 직선의 평행조건

1 ℓ ∥ 2 ℓ 21 // nn rr
⇔ 이므로 1 ℓ ∥ 2 ℓ 대신 21 // nn vr

을 보면 된다．

1 ℓ ∥ 2 ℓ 인 경우는 1 ℓ 과 2 ℓ 가 일치하는 경우도 포함하는것으로 본다．

 

두 직선의 사귐조건 

1 ℓ 2 ℓ 1nr⇔ 2nr 이므로

두 직선 1 ℓ , 2 ℓ 가 다음과 같이 주어졌을 때 그 직선들의 위치

관계를 말하여라．





=+
=+





=+
=+





=
=+

642
32

)3
522

1
)2

32
)1

yx
yx

yx
yx

yx
yx

（풀이） 1）
1
1

1
2 −

≠ 이므로 1 ℓ 과 2 ℓ 는 사귄다．련립방정식을 풀면

x=1, y=1

그러므로 1 ℓ 과 2 ℓ 의 사귐점은 ( )1,1M0 이다．(그림 1-31 ㄱ))

두직선 1 ℓ , 2 ℓ 에서

1) 1 ℓ ∥ 2 ℓ （또는일치）⇔ 두직선의일반방정식에서

yx, 의곁수가비례한다．

2) 1 ℓ 2 ℓ ⇔ 두 직선의 일반방정식에서 yx, 의

곁수들이비례하지않는다．

1 ℓ 2 ℓ
2

1

2

1

b
b

a
a

≠⇔

( a2 ≠0,  b2≠0인경우)

례 1

1 ℓ ∥ 2 ℓ ⇔
2

1

2

1

b
b

a
a

=
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2）
2
1

2
1

= 이므로 1 ℓ 과 2 ℓ 는 평행이다．즉 1 ℓ ∥ 2 ℓ

그런데





=+
=+

522
1

yx
yx

은






=+

=+

2
5
1

yx

yx
이므로

1 ℓ 과 2 ℓ 는 일치하지 않으면서 1 ℓ ∥ 2 ℓ 이다．(그림 1-31 ㄴ))

3）
4
2

2
1

= 이므로 1 ℓ ∥ 2 ℓ 이다．

그런데




=+
=+

642
32

yx
yx

은




=+
=+

32
32

yx
yx

이므로

즉 1 ℓ , 2 ℓ 는 일치한다．(그림 1-31 ㄷ))

 

 

두 직선이 이루는 각，두 직선의 수직조건  

다음과 같은 두 직선

ℓ1 ,0: 111 =++ cybxa ℓ2 0: 222 =++ cybxa
이 주어졌다고 하자．

직선 ℓ1, ℓ2의 법선벡토르는

→→

→→

+=

+=

jbian

jbian

222

111

v

r

이므로

⊥1nr ℓ1, ⊥2nr ℓ2

그러므로 ℓ1과 ℓ2가 이루는 각 θ 는 21 nn r∧

와 같다．즉

θ=
∧

21 nn

그림 1-31

M0(1, 1)

y 

x 
ℓ 1

0

ㄱ)

ℓ2

0

ㄷ)

y 

x 
ℓ 1 ,ℓ2

0

ㄴ)

ℓ2

y 

x 

ℓ 1

그림1-32

ℓ2

ℓ1

1nr

2nr

θ

θ
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따라서 두 직선사이의 각은

그리고 ℓ1⊥ℓ2 0cos =⇒ θ 이므로 두 직선의 수직조건은

해보기두 직선의 평행조건，수직조건을 방향곁수에 의하여 표시해보아라.

점 ( )2,5M0 − 을 지나고 직선 0532 =++ yx 에 수직인 직선의 방정식을

구하여라．

（풀이） 구하려는 직선은 점 ( )2,5M0 − 를 지나고 방향벡토르가 ji
rr

32 + 인

직선이다．그러므로 구하려는 직선은

3
2

2
5 +

=
− yx

일반방정식으로 고치면

01923 =−− yx

문 제

1. 직선의 일반방정식 0CBA =++ yx 에서 CB,,A 가운데 어느것이 령으로 되는가

에 따르는 직선의 위치를 설명하여라.

2. 다음의 직선들에서 평행 또는 수직인 직선들을 찾아보아라.

1) 0532 =−+ yx 2) 0623 =+− yx

3) 04
3
2

=−+− yx 4) 0546 =−− yx

3. 두 직선사이각을 구하여라.

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
baba

bbaa

++

+
=θ

ℓ1∥ℓ2 21 kk =⇔ , ℓ1⊥ℓ2 121 −=⇔ kk

례 2

ℓ1⊥ℓ2 ⇔ a1 a2+b1 b2=0
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1) 0532 =+− yx , 04 =−+ yx 2) 032 =−+ yx , 0522 =++− yx

4. 점 ( )3,2A − 을 지나며 직선
2
3

2
1

+−= xy 에 수직인 직선의 방정식을 구하여라.

5. 점 M(3, -2)에서 직선 06 =+− yx 까지의 거리를 구하여라.

1. 두 직선 034,0125 =−+=−− xyxy 의 사귐점과 다른 두 직선

0158,02110 =+−=++ xyxy
의 사귐점을 지나는 직선의 방정식을 구하여라．

2. 다음의 두 직선 1054,082 =−=−+ yxyx 의 사귐점을 지나고 x 축과 ４５°인

각을 이루는 직선의 방정식을 구하여라．

3. 다음과 같은 직선 ℓ의 보조변수방정식，방향벡토르에 의한 방정식， 법선벡토

르에 의한 방정식을 구하여라．

1) 점 ( )0,2M 을 지나며 법선벡토르가 jia
vrr 23 += 인 직선

2) 점 ( )3,0M − 을 지나며 법선벡토르가 jia
rrv += 2 인 직선

3) 자리표원점을 지나며 방향곁수가 k=2인 직선

4) 두 점 ( ) ( )0,2B,3,5A −− 을 지나는 직선

4. 두 점 ( ) ( )ba ,0B,0,A 를 지나는 직선의 방정식은

1=+
b
y

a
x

로 된다는것을 증명하여라.(그림 1-33)

5. 두 직선

04,02 =−−=+− nymxmyx
에서 nm, 이어떤값을가질때다음과같이되겠는가?

1) 공통점이 하나 2) 공통점이 없다. 3) 일치한다.

6. 점 ( )2,3M − 를 지나며 직선 05 =+− yx 에 평행인 직선 및 수직인 직선

의 방정식을 구하여라．

7. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 점 ( )3,0M 을 지나며 방향벡토르가 jia
rrr

+= 2 인 직선

2) 점 ( )1,2M − 을 지나며 방향곁수가
2
2

=k 인 직선

3) 점 M(-3, 1)을 지나며 x축의 정의 방향과 45°를 이루는 직선

8. 평행4변형의 린접한 두 변의 방정식이 02,01 =−=−− yxyx 이고 대각선의 사귐

점이 M(3, -1)이다. 이 평행4변형의 다른 두 변의 방정식을 구하여라.

9. 정점이 ( ) ( ) ( )02,C,54,B,13,A 인 3각형의무게중심을지나며끝점이 ( ) ( )4,6N,0,0M
인 선분 MN을 비 λ 로 나누는 점을 지나는 직선의 방정식을 구하여라.

그림 1-33

y

x 

B(0,b)

A(a,0)
0

련 습 문 제 
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10. 평행4변형의 두 변의 방정식 0652,03 =++=− yxyx 과 한 정점 )1,4( − 을 알

고 다른 두 변의 방정식을 구하여라.

11. 점 ( )3,1M0 으로부터 직선 03 =−+ yx 까지의 거리를 구하여라.

12. 직선 ℓ이 2, 3, 4사분구를 지난다. 직선 ℓ이 x축과 이루는 각 α,방향곁수는 k
이다. 다음 식에서 옳은것을 찾아라.

1) ksinα＞0           2) kcosα＞0

3) ksinα≤0           4) kcosα≤0

13. 직선 23 −+= kkxy 와 직선 1
4
1

+−= xy 의 사귐점이 1사분구에 있을 때 k가 취

할수 있는 값범위를 구하여라.

원,타원,쌍곡선,포물선은 원뿔면을자를때 생긴다.

그림 1-34에서와 같이 원뿔의 옆면을 축에 수직인 평면으로 자르

면원 (ㄱ)이생기고모든모선과사귀면서축에경사지게자르면타원

(ㄴ)이생기고축에평행인평면으로자르면쌍곡선 (ㄷ)이생긴다.

또한한모선에평행인평면으로자르면포물선 (ㄹ)이생긴다.

그러므로 원, 타원, 쌍곡선, 포물선을 통털어서 원뿔곡선이

라고도 부른다.

1. 원의 방정식

주어진 점으로부터 같은 거리에 있는 점들의 모임을 원(또는 원둘레)이라고 부르

며 주어진 점을 원의 중심, 주어진 거리를 원의 반경

이라고 부른다.

자리표원점 O를 중심으로 하고 반경이 r인 원의

방정식을 구하자.

원의 임의의 점 ( )yx,M 를 잡아도(그림 1-35)

r=OM

이고 { }yx,OM = , ryx =+ 22

제 3 절. 원뿔곡선의 방정식

y 

x O

r N

그림 1-35

(ㄱ)

(ㄷ)

(ㄹ)

(ㅁ)

(ㄴ)

그림 1-34
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따라서
222 ryx =+

중심이 자리표원점에 있고 반경이 r 인 원의 방정식은

꼭 마찬가지로 하여 중심이 ( )ba, 에 있고 반경이 r인 원의 방정식은

이 방정식을 원의 표준방정식이라고 부른다.

일반적으로 원의 방정식은

0CB2A222 =++++ yxyx

으로 표시되는데 x2 , y2의 곁수가 같고 령 아니며 xy마디가 없는것이 특징이다.

 

원의 보조변수방정식  

중심이 ( )0,0O 에 있고 반경이 r 인 원의 임의의

점 ( )yx,M 에 대하여 OM과 x축사이각을 t라고

하면





=
=

try
trx

sin
cos ( )π20 <≤ t

이다. 이 방정식을 t를 보조변수로 하는 원의

보조변수방정식이라고 부른다.(그림 1-36)

 

222 ryx =+

( ) ( ) 222 rbyax =−+−

222 ryx =+ 의 점 ),( 00 yx 에서 접선의 방정식이 2
00 ryyxx =+ 으로 된다

는것을증명하여라.  

탐 구

y 

M(x, y)

O

t 
x

그림1-36

r 
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문 제 

1. 다음의 방정식들에서 원의 중심과 반경을 구하여라.

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 222

1143

165

22

22

22

=++−

=+++

=−+−

yx

yx

yax

3)

2)

1)

2. 다음과 같이 중심과 반경이 주어진 원의 방정식을 구하여라.

( ) ( ) ( ) 3,0,3C17,4,0C7,5,1C =−==−− rrr 3)2)1)

3. 방정식 ( ) ( ) 2532 22 =−++ yx 이 주어졌을 때 다음의 점들이 원의 아낙 또는 바깥

또는 원둘레에 놓이는가를 밝혀라.

( ) ( ) ( )0,3C1,1B0,2A 3)2)1)

4. 다음의 조건을 만족시키는 방정식들에서 k의 값을 구하여라.

1) 081222 =++−+ kyxyx 은 반경이 4인 원이다.

2) 02422 =+−++ kyxyx 은 원을 표시한다.

3) 0622 =+−+ kxyx 은 점을 표시한다.

4) 07422 =++++ kyxyx 은 원이다.

5. 원 ( ) ( ) ( )0222 >=−+− rrbyax 이 두 자리표축과 서로 접하는 조건은 아래에서

어느것인가?

1) 222 rba =+ 2) rba ==
3) 222 rba == 4) rbra == ,

2. 타원의 방정식

평면에 정해놓은 두 점 FF ,1 까지의 거리의 합이 일정 ( )a2 한 점들의 모임

으로 된 도형을 타원이라고 부른다．이때 FF ,1 를

타원의 초점이라고 부른다．

타원의 방정식을 구하자．

그림 1-37과 같이 선분 FF1 의 가운데점을 자리

표원점 O로 정하고 직선 FF1 를 x 축，O를 지나며

FF1 에 수직인 직선을 y축으로 잡자．

( )acc <= 2FF1 로 놓으면

( ) ( )0,F,0,F1 cc−
타원의 임의의 점을 ( )yx,M 라고 하면

MF1+MF=2a

y

)o,(1F c− x

그림 1-37

M(x,y)

)o,(FcO
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이다. 또한

( ) ( ) 2222
1 MF,MF ycxycx +−=++=

이므로

( ) ( ) aycxycx 22222 =+−+++

( ) ( ) 222 2 ycxaycx +−−=++ 2

두 변을 2제곱하고 정돈하면

( ) cxaycxa −=+− 222

다시 두 변을 2제곱하고 정돈하면

( ) )( 22222222 caayaxca −=+−

그런데 0>> ca 이므로 ( )0222 >=− bbca 으로 놓으면

222222 bayaxb =+

두 변을 22ba 으로 나누면

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

따라서 타원의 방정식은

이것을 타원의 표준방정식이라고 부른다．

타원이 x 축과 사귀는 점을 A, A1, y축과

사귀는 점을 B, B1이라고 하면

( ) ( ) ( ) ),0(B,,0B,0,A,0,A 11 bbaa −−

이때선분 1AA 을타원의긴축，선분 1BB 을

타원의 짧은축이라고 부른다．그리고 a，b를

각각 타원의 긴반경，짧은반경이라고 부른다．

이제 원의 방정식
222 ayx =+

에서 ( )yx,M1 를 





 y

a
bx,M 으로 넘기자．이때 ( )YX,M 라고 하면

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

( )0,A1 a− ( )0,A a

 y

),0(B1 b−
x

B(0, b)

그림 1-38

O
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따라서 2
2

2 YX a
b

a
=






+

따라서 1YX
2

2

2

2

=+
ba

이것은 원을 NMMN 1a
b

= 되게 압축하면 타원이 된다는것을 보여준다．(그림

1-39）

그림 1-40과 같은 원에서 임의의 점 M1(x, y)를 잡으면 다음 식이 성립한다．





=
=

tay
tax

sin
cos

이제 y
a
bx == Y,X 되게 압축하면 긴반경이 a， 짧은반경이 b 인 타원이 된다．

그리하여 다음과 같은 타원의 방정식을 얻는다．

이 방정식을 타원의 보조변수방정식이라고 부른다．

(주의) 타원의 방정식 1
94

22

=+
yx

은 긴축이 y 축에 놓이는 타원을 표시한다．이

때 이 타원의 초점은 y 축에 놓인다．





=
=

tb
ta

sinY
cosX







=

=

y
a
b
x

Y

X

x 
N x

그림 1-39

M1

y 

a -a 

M

O

그림 1-40

O

y

y
a
b

-a a 
Φ

a

b 

-b 

M1

N

M
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타원의 기하학적성질 

1°타원은 직선 x=±a, y=±b로 둘러싸인 직4각형

안에 놓인다.

사실 타원의 점의 자리표 (x, y)는

,12

2

≤
a
x 12

2

≤
b
y

, ax ≤ , by ≤

2°타원은 x축과 y축 그리고 자리표원점에 관해

대칭이다. 따라서 x축과 y축은 대칭축이며 자

리표원점은 대칭중심이다. 타원의 대칭중심을 타원의 중심이라고 부른다.

3°타원의 정점: 타원과 x축 및 y축과의 사귐점을 타원의 정점이라고 부른다.

타원의 정점의 자리표는 (a, 0), (-a, 0), (0, b), (0, -b)이다.

4°타원의 리심률: 타원에서 e=
a
c
를 타원의 리심률이라고 부른다.

a＞c＞0이므로 0＜ e＜1이다. e→0이면 타원은 원에 가까와지고 e→1이면 타원

은 직선에 접근한다.

5°타원의 준선: 타원에서 ℓ: x=±
e
a
인 직선을

준선이라고 부른다. 타원의 점에서 초점까지

거리와 준선까지 거리의 비는 일정하다.

문 제

1. 다음과 같은 긴반경과 짧은반경이 주어졌을 때 타원의 표준방정식，보조변수방정식

을 구하여라．

3
1,

2
1  )22,4 1) ==== baba

2. 다음과 같은 타원의 방정식에서 보조변수방정식은 표준방정식으로 고치고 표준방

정식은 보조변수방정식으로 고쳐라．

1
75

 )41
46

 )3

sin3
cos2

 )2   
sin2
cos3

 )1

2222

=+=+

=

=

=

=









yxyx

ty
tx

ty
tx

3. 문제 2의 타원의 방정식으로부터 그 타원들의 초점의 자리표를 구하여라．

y 

o x 
(a, 0)

(-a, 0)

(0, -b)

(0, b)

그림 1-41

y 

O

그림 1-42

FF1

ℓ

x 
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4. 다음의 방정식을 타원의 표준방정식으로 고치고 긴반경과 짧은반경，초점의 자리표

를 구하여라．

4001625)5
3
252)4

25)3532)2164)1

2222

222222

=+−=

−=−=+=+

yxxy

yxyxyx

5. 타원

1
2449

22

=+
yx

에 내접하는 직４각형의 두 변은 타원의 초점을 각각 지난다．이 4각형의 면적을

구하여라．

6. 타원

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

에 바른3각형이 내접한다．이 3각형의 한 정점이 타원의 긴반경의 오른쪽정점과 일

치한다．3각형의 다른 두 정점의 자리표를 구하여라．

7. 타원의 짧은축의 길이는 2, 긴축의 길이는 짧은축의 2배이다. 타원중심에서 그 준

선까지의 거리를 구하여라.

8. 타원을 그리는 방법을 설명하고 그 근거를 밝혀라.

3. 쌍곡선의 방정식

평면에서 정해놓은 두 점 F1, F까지의 거리의 차가 일정(2a)한 점들의 모임으로 된

도형을 쌍곡선이라고 부른다．여기서 점 F1, F를 쌍곡선의 초점이라고 부른다．

쌍곡선의 방정식을 구하자．

그러기 위하여 F1F의 가운데점을 자리표원점 Ｏ로 정하고 직선 F1F를 x 축，Ｏ를

지나며 F1F에 수직인 직선을 y 축으로 잡자．

F1F ( )02 >= cc 로 놓으면

( ) ( )0,F,0,F1 cc−
쌍곡선의 임의의 점을 ( )yx,M 라고 하면

a2MFMF1 =−

이므로

( ) ( )
( ) ( ) aycxycx

aycxycx

2

2
2222

2222

±+−=++

±=+−−++

이 방정식에서 두 변을 2제곱하고 정돈하면

x 

y 

0

그림 1-44

-a
F1(-c, 0) F(c, 0)

aA1 A

M( yx, )
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( ) 222 acxycxa −=+−±

다시 두 변을 ２제곱하고 정돈하면

( ) )( 22222222 acayaxac −=−−

그런데 0>> ac 이므로

022 >− ac

따라서 ( )0222 >=− bbac 으로 놓으면

222222 bayaxb =−

두 변을 22ba 으로 나누면

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

따라서 쌍곡선의 방정식은

이것을 쌍곡선의 표준방정식이라고 부른다．

이때 선분 1AA 을 실축，선분 OA 또는 그 길이 a를 실반경이라고 부른다.

두 점 ( ) ( )bb −,0B,,0B 1 를 잡았을 때 선분 1BB 을 허축，선분 OB 또는 그 길

이 b 를 허반경이라고 부른다．

 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

탐 구

쌍곡선은 포소리를 듣고 포의 위치를 확정하는데 리용할수 있다.

3개의지점A, B, C에서포소리를들었다. 포소리를A에서들은것은 B

에서 들은것보다 10초 늦었고 C에서 들은것보다는 6초 늦었다고 한다.

지도에서포의위치를어떻게구할수있는가?(소리의속도는 340㎧)
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쌍곡선의 기하학적성질 

 

1°쌍곡선은 ,ax ≥ ax −≤ 인 구역에 놓이는

무한곡선이다.

사실 쌍곡선의 자리표 (x, y)는 12

2

≥
a
x

이

므로 ax ≥ 이다.

2°쌍곡선도 타원처럼 x축과 y축 그리고 자리표원점에 관하여 대칭이다. 이 대칭

중심을 쌍곡선의 중심이라고 부른다.

3°쌍곡선의 정점: 쌍곡선과 자리표축과의 사귐점을 쌍곡선의 정점이라고 부른다.

쌍곡선은 두개의 정점 (a, 0), (-a, 0)을 가진다.

4°쌍곡선의 점근선 : 쌍곡선의 방정식을 고쳐쓰면

y= 22 ax
a
b

−±

1사분구에 있는 쌍곡선의 가지

y= 22 ax
a
b

− ( ax ≥ )와 함께 직선

y= x
a
b

를 살펴보자.(그림 1-45)

x
a
b

> 22 ax
a
b

−

이므로 x자리표가 같은 쌍곡선과 직선의 점을 각각 M(x, y), M1(x1, y1)이라고 하면

yy >1

따라서 쌍곡선은 직선 y= x
a
b

아래에 놓인다.

2222

2

22
1 )(

axx
ab

axx
a

a
b

axx
a
byy

−+
=

−+
⋅=

=−−=−

즉 x가 커짐에 따라 쌍곡선이 직선

x
a
by = 에 한없이 가까와간다.

이 직선을 쌍곡선의 점근선이라고 부른다.

y 

x (x, 0) (a, 0) 

 xa
by =  

M(x, y) 
M1(x1, y1) 

o

그림 1-45

x 

y 

O

그림 1-44

(-a, 0)

F1 F

(a, 0)

그림 1-46

y 

y=- x
a
b

 

a -a

y= x
a
b

 

o x 
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그림1-46에서보는것처럼쌍곡선 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

에는두개의점근선 y= x
a
b

± 가있다.

5°쌍곡선의 리심률: 쌍곡선에서
a
ce = 를 쌍곡선의 리심률이라고 부른다.

쌍곡선에서는 c＞a＞0이므로 e＞1이다. e가 클수록 쌍곡선의 가지는 벌어

지며 e→1이면 가지는 접근한다.

6°쌍곡선의 준선:쌍곡선에서도 ℓ:
e
ax ±= 인 직선을 쌍곡선의 준선이라고 부른

다. 쌍곡선의 준선은 e＞1이므로 쌍곡선가지안에 놓인다. 쌍곡선의 점으로부

터 초점까지 거리와 준선까지 거리의 비는 일정하다.

7°방정식 12

2

2

2

−=−
b
y

a
x

로 표시되는 쌍곡선을 주어진 쌍곡선의 공액쌍곡선이라고

부른다.

쌍곡선의보조변수방정식을구하여라.

(참고. 그림에서 x, y를각 t로표시하여라.)

탐 구

y 

0

A

B xa 
t

M(x, y)

x 

y 

o

그림 1-47

F1 F

ℓ

M

x 

y 

o

그림 1-48

공액쌍곡선 점근선
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문 제

1. 다음과 같은 쌍곡선의 표준방정식을 구하여라.

1) a=2, b=3 2) b=4, c=5 3) a=3, c=4

2. 다음 곡선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 자리표원점으로부터 초점까지의 거

리를 구하여라.

2222

2222

91267152

4
4
13144169

yxyx

yxyx

=−+=

=−=−

4)3)

2)1)

3. 다음 쌍곡선의 점근선의 방정식을 구하고 그림을 그려라.

40016251
94

22
22

=−=− yxyx
2)1)

4. 이동점 M에서 고정점 A(1, 1)까지의 거리와 점 M에서 고정점 B(-1, 1)까지의

거리를 던 차가 부아닌 실수 a(상수)이다. 이때 이동점 M의 자리길을 아래에서

찾아보아라.

1) 쌍곡선의 하나의 가지

2) 쌍곡선의 하나의 가지 또는 하나의 직선

3) 쌍곡선의 하나의 가지 또는 하나의 직선 또는 하나의 선

4) 이외에 또 다른 경우가 있다.

5. 타원 1
144169

22

=+
yx

의 초점을 지나고 타원이 x축과 사귀는 점들을 초점으로 하는

쌍곡선의 방정식을 구하여라.

6. 쌍곡선 1
916

22

=−
yx

의 왼쪽초점으로부터 거리가 7인 쌍곡선의 점을 구하여라.

7. 그림 1-49를 보고 쌍곡선을 그리는 방법을 설명하고 그 근거를 밝혀라.

그림 1-49

F1

F

M
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4. 포물선의 방정식

평면에서 주어진 점 F와 주어진 직선 ℓ까지의

거리가 같은 점들로 이루어진 도형을 포물선이라고

부른다. 이때 점 F를 포물선의 초점, 직선 ℓ을 포

물선의 준선이라고 부른다.

포물선의 방정식을 구하자.

초점 F에서 준선 ℓ에 수직선 FK를 긋고 FK

의 가운데점 O를 자리표원점으로 정하자.

그리고 직선 FK를 x축으로, O를 지나며 KF에

수직인 직선을 y축으로 잡자.(그림 1-50)

KF=p 라고 하면 F( )0,
2
p

이고 ℓ의 방정식은 x 
2
p

−= 이다. 준선이 ℓ이고 초점

이 F인 포물선의 임의의 점을 ),(M yx 라고 하면 MH=MF

그런데

MH= 22)
2

(MF,
2

ypxpx +−=+

이므로

2
)

2
( 22 pxypx +=+−

이 방정식의 두변을 2제곱하고 정돈하면

pxy 22 =

따라서 포물선의 방정식은

이것을 포물선의 표준방정식이라고 부른다.

포물선의 기하학적성질 

1°포물선 y2=2px 에서 pxy 2)( 2 =± 이므로 x 축이 대칭축이라는것을 알수 있다.

2°포물선과 대칭축과의 사귐점을 포물선의 정점이라고 부른다.

3°포물선 y2=2px는 p에 따라 다음과 같은 모양을 가진다.(그림1-51)

   pxy 22 =  

그림 1-50

y 

x 

ℓ

H

K o F(
2
p
, 0)

M(x, y)
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또한 포물선의 방정식은 x2=2py와 같이 구할수도 있다.(그림 1-52)

포물선 x2=2py에서는 y축이 대칭축이다.

4°포물선의 리심률은 포물선의 점으로부터 초점까지 거리와 준선까지 거리의 비로

정의되는데 그것은 늘 e=1이다.

다음으로 포물선의 보조변수방정식을 구해보자.

포물선 y2=2px에서 y=t, t R∈ 로 놓으면

x=
p

t
2

2

따라서 포물선의 보조변수방정식은

 

 

       








=

=

ty
p

tx
2

2

 

그림 1-51

y 

x 

ℓ 

F o 

y 2=2px 
p>0 

ℓ
y 

x F o 

y 2=2px
p<0 

그림 1-52

ℓ

y 

x 

F 

o 

x 2=2py
p>0 

ℓ 

y 

x 

F 
o 

x 2=2py 
p<0 

탐 구

탐조등반사경의자름면은포물선형태로되여있는데광원은포물

선의초점에있다. 포물선의임의의점 ),( 000 yxm 에서 x축에평행

인직선과그점에서그은접선사이의각은점M0과초점F를련결한

직선과접선사이의각과같다는것을밝혀보아라.
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문 제  

1. 점 F를 지나며 직선 ℓ에 접하는 원의 중심의

자리길은 점 F를 초점, 직선 ℓ을 준선으로 하

는포물선이라고 말할수 있는가?(그림 1-53)

2. 다음과 같은 포물선의 표준방정식을 구하여라.

1) p=4, x축을 대칭축으로 하고 y축의 오른

쪽 반평면에 있다.

기하학적

조건

원 타 원 쌍곡선 포물선

주어진 점까지

거리가 같다

주어진 두 점까

지 거리합이 상

수다

주어진 두 점까

지 거리의 차가

상수다

주어진 점과 주

어진 직선까지

의 거리가 같다

표준방정식 ( ) ( ) 222
rbyax =−+− 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

12

2

2

2

=−
b
y

a
x pxy 22 =

도 형

정점의

자리표

대칭축

초점

자리표

리심률

준선의

방정식

점근선의

방정식

( ) ( )aa ±± 0,,0, ( ) ( )ba ±± 0,,0, ( )0,a± ( )0,0

x축, y축(길이

2a)

x축(긴반경길이

2a)
y축(짧은반경길

이 2b)

x축(실축길이

2a)
y축(허축길이

2b)

x축

( )0,0 ( )
22

0,

bac

c

−=

± ( )
22

0,

bac

c

+=

±






 0,
2
p

0 0＜e＜1 e＞1 e=1

e
ax ±=

e
ax ±=

2
px −=

x
a
by ±=

y 

x o

y 

x o

y 

x o

y 

x o

원뿔곡선의 특성

ℓ

그림 1-53

F
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원뿔곡선의특징

작은전구에서나오는빛은분산되지만그것을손전지에넣고조절하면한줄기의평행광

선이 얻어진다. 이것은 전지안에 자름면이 포물선인 반사면이 있기때문이다. 이 성질을 리

용하여태양로, 안테나, 탐조등이설계되고있다.

타원과쌍곡선의초점의성질은포물선과는다르다.

영사기의투광기는타원의초점의성질을리용하고있다.

F2 F1 

우주에서운동하는천체례를들어행성, 혜성, 인공위성등은운동속도가달라짐에따

라그자리길이어떤것은타원이고어떤것은포물선이며어떤것은쌍곡선이다.

태양계의 9개행성및그위성의운동자리길은모두타원형태이다. 그러나혜성의운동

자리길은타원형, 쌍곡선형, 포물선형으로나뉘여진다. 자리길이타원형인혜성은주기혜성

이라고부르는데유명한할레혜성은주기가76년이다.

자리길이쌍곡선형과포물선형인혜성을비주기혜성이라고부르는데이것은한번밖에볼

수없으며그후에는영원히다시돌아오지않는다.

상 식

탐 구

방정식 1=xy 은직각자리표계를 45°회전이동한새

직각자리표계에서쌍곡선의표준방정식형태로표시된다는것을

밝혀라.

2) p=6, y축을 대칭축으로 하고 x축의 웃쪽 반평면에 있다.

3. 다음과 같은 포물선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 p를 구하여라. 그리고 그

림을 그려라.

1) xy =2

8
1

2) xy 23 2 = 3) yx 43 2 −= 4) 06 2 =− yx 5) 052 =+ yx

4. 자리표평면에서 점 F(0, 3)을 초점으로 하고 직선 5−=y 를 준선으로 하는 포물

선의 방정식을 구하고 이 곡선이 자리표축과 사귀는 점을 구하여라.

5. 포물선 2xy = 의 점으로부터 직선 042 =−− yx 까지의 거리가 가장 짧은 점의 자

리표를 아래에서 찾아라.

1) ( ) 1)(1, 4)   42,3)     
4
3,

2
32)   

4
1,

2
1
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련 습 문 제  

 

1. 중심이 (3, -3)이고 반경이 3인 원둘레의 방정식을 구하고 이것을
3
2
로 압축하여

얻은 타원의 방정식을 구하여라.

2. 다음과 같은 원뿔곡선의 방정식을 표준형으로 고쳐라. 다음 초점의 자리표를 구하

고 그림을 그려라.

1) 164 22 =+ yx 2) 042 22 =+− yx 3) 06 2 =− yx

4) 22 164 yx += 5) 052 =+ yx 6) 22 9182 yx −=

3. 다음과 같은 원뿔곡선의 표준방정식을 구하여라.

1) a=4, c=3인 타원

2) c=3, 두 점근선사이의 각이 90o인 쌍곡선

3) 준선의 방정식이 y=-3인 포물선

4. 반경이 r인 원둘레와 그안에 한 점 p가 있다. 점 p를 지나며 원둘레 0에 접하는 모

든 원둘레의 중심들의 모임은 타원이다. 증명하여라.

5. 복소수평면에서 점 z=x+yi가 원둘레 x2+y2 =r2을 따라 움직일 때 다음 복소수는 어

떤 도형을 그리겠는가?

1) w=
z
1

2) w=az+b(a, b ∈R, a 0≠ ) 3) w=z+
z
a

( ar >2 )

6. 직선 y=kx+2가 쌍곡선 x2- y2=6 의 오른쪽가지와 서로 다른 두 점에서 사귄다면 k가

가질수 있는 값의 범위를 구하여라.

7. 다음의 방정식은 어떤 곡선의 방정식인가?

1) 012622 =++−+ yxyx 2) 05642 22 =+−++ yxyx

3) 0442 22 =+−− yxyx 4) 01622 =+−− xyy

8. 대칭축이 자리표축과 겹치고 리심률이 e=0.8이며 초점과 준선사이 거리가
4
9
인 타

원의 방정식을 구하여라.

9. 쌍곡선 1
4

22

=−
k
yx

의 리심률이 )2,1(∈e 라면 k의 값범위를 구하여라.

10. 쌍곡선에서 ,13=c 점근선이 xy
3
2

±= 인 쌍곡선의 방정식을 구하여라.

11. 포물선 pxy 22 = 의 6=x 인 점에서 초점까지의 거리가 10이라면 초점에서 준선

까지의 거리를 구하여라.
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1. 평면의 방정식 

1) 점 M0을 지나고 벡토르 N에 수직인 평면의 방정식 

점 ),,( 0000 zyxM 을지나고벡토르 N ={A, B, C}

에 수직인 평면 P의 방정식을 유도하자.

평면우의 임의의 한 점 M(x, y, z)를 잡으면

},,{MM 0000 zzyyxx −−−=

M(x, y, z) NMMP 0 ⊥⇔∈

0NMM0 =⋅⇔
이것을 자리표로 표시하면

벡토르 N ={A, B, C}를 평면의 법선벡토르라고 부른다.

2) 평면의 일반방정식 

평면의 방정식이 공간에서 1차방정식으로 표시된다는것을 보았다.

이제 공간에서 x, y, z에 관한 1차방정식

0DCBA =+++ zyx (*)

이 평면의 방정식이라는것을 보자.

곁수 A ,B ,C는 다 0일수 없다.

실례로 0≠c 이라면 이 방정식은

( ) ( ) 0
C
DC0B0A =






 −+−+− zyx

형태로 쓸수 있으면 이것은 점 





 −

C
D,0,0 를 지나며 { }CB,A,N = 에 수직인 평면

의 방정식이다.

방정식 (*)은 A, B, C, D에 적당한값을 주면 어떤 평면을 결정한다.

법선벡토르에 의한 평면의 방정식 

0)(C)(B)(A 000 =−+−+− zzyyxx

제 4 절. 공간에서 평면과 직선의 방정식 

x 

y 

 z 
N ={A,B,C}

M(x, y, z)

그림 1-54

Mo

P

O
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곁수들의 의미를 고찰하자.

평면의 일반방정식에서 { }CB,A,N = 는 평면의 법선벡토르이다.

o1 D=0 인 경우

이때 방정식은

0CBA =++ zyx
이 되므로 점 O(0, 0, 0)은 이 방정식을 만족시킨다. 따라서 평면은 자리표원

점을 지난다. 이것은 D=0인 경우에 자리표원점을 지나는 평면임을 의미한다.

o2 C=0 인 경우

이때 방정식은

0DBA =++ yx
이 되므로 이것은 z축에 평행인 평면이다.

마찬가지로 A＝0이면 0DCB =++ zy 으로 되는데 이것은 x축에 평행인 평면

이며 B=0이면 0DCA =++ zx 으로 되는데 이것은 y축에 평행인 평면이다.

o3 A=0, B=0인 경우

이때 방정식은

Cz+D=0

이 되므로 이것은 x축과 y축에 평행 즉 z축에 수직인 평면이다.

마찬가지로 B=C=0 이면 Ax+D=0으로 되는데 이것은 x축에 수직인 평면이며

A=C=0이면 By+D=0으로 되는데 이것은 y축에 수직인 평면이다.

점 )1,3,2(M0 − 을 지나며 벡토르 N ={4, -3, 1}에 수직인 평면의 방정식을

구하여라.

(풀이) 4(x-2)+(-3)(y-3)+(z+1)=0
또는 4x-3y+z+2=0

다음 평면은 어떤 특징을 가지는가?

(1) 3x-2z+4=0 (2) 3y-6=0

(3) x-3=0 (4) y=0

(풀이) (1)은 y축에 평행인 평면 (2)는 Oxz평면에 평행인 평면

(3)은 Oyz평면에 평행인 평면 (4)는 Oxz평면

방정식

0DCBA =+++ zyx
을 평면의 일반방정식이라고부른다.

례 1

례 2



49

문 제 

1. 자리표원점을 지나며 벡토르 N ={3, 1, 3}에 수직인 평면의 방정식을 구하여라.

2. 점 )1,3,2(M0 을 지나며 x축에 수직인 평면, y축에 수직인 평면, z축에 수직인 평

면의 방정식을 구하여라.

3. 두 점 )1,2,4(M1 −− , )2,1,3(M 2 − 가 주어졌다. 점 1M 을 지나고 벡토르

21MM 에 수직인 평면의 방정식을 구하여라.

4. 점 P(2, -1, 3)을 지나며 두 점 ( )1,3,2M),1,5,3(M 21 − 을 지나는 직선에 수

직인 평면의 방정식을 구하여라.

5. 평면의 일반방정식 Ax+By+Cz+D=0에서 A, B, C, D가운데서 하나가 령이거나 둘

이 령일 때의 평면의 위치는 어떻게 되겠는가?

 

2. 직선의 방정식  

1) 방향벡토르에 의한 직선의 방정식 

점 0M ( ),, 000 zyx 을 지나고 벡토르 { }ZY,X,P =

)0P( ≠ 에 평행인 직선의 방정식을 유도하자.

직선 ℓ우의 한 점 M(x, y, z)를 잡으면

},,{MM 0000 zzyyxx −−−=

M(x, y, z)∈ℓ PMMP//MM 00 t=⇔⇔ 인

t가 존재한다.

이것을 자리표로 표시하면 다음과 같다.

이 식에서 t를 직선의 보조변수라고 부른다.

우의 방정식에서 t를 소거하면

직선의 보조변수방정식  









+=
+=
+=

tzz
tyy
txx

Z
Y
X

0

0

0

y 

x

z

O

M

P =｛X, Y, Z｝

M0

ℓ

그림 1-55
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을 얻으며 여기서 벡토르 P ={X ,Y, Z}를 직선의 방향벡토르라고 부른다.

점 (1, 2, 3)을 지나고 벡토르 P ={-2, 3, 7}에 평행인 직선의 보조변

수방정식, 방향벡토르에 의한 직선의 방정식을 구하여라.

(풀이) 우의 식에 의해서 보조변수방정식은









+=
+=

−=

tz
ty
tx

73
32
21

이며 방향벡토르에 의한 직선의 방정식은

7
3

3
2

2
1 −

=
−

=
−
− zyx

 2) 직선의 일반방정식  

공간에서 사귀는 두 평면은 한개의 직선을 결정한다.

따라서 두 평면의 방정식을 련립시킨





=+++
=+++

22222

11111

P:0DCBA
P:0DCBA

zyx
zyx

을 공간에서 직선의 일반방정식이라고 부른다.

직선의 일반방정식





=+−+
=−+−

0105
0632

zyx
zyx

을 방향벡토르에 의한 직선의 방정식으로 고치여라.

방향벡토르에 의한 직선의 방정식 

ZYX
ooo zzyyxx −

=
−

=
−

례 1

례 2
그림1-56

ℓ
P2

P1
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(풀이) z를 오른변으로 옮기면

632 +−=− zyx

105 −=+ zyx

x, y 를 구하면

x=
3

2613   ,
3

42 −
=

− zyz

이 두 식에서 z를 구하면

zyx
=

+
=

+
13

263
2

43

여기로부터

313
3
26

2
3
4

zyx
=

+
=

+

이것은 





 −− 0,

3
26,

3
4

을지나며방향벡토르가｛2, 13, 3｝인직선의방정식이다.

문 제 

1. 다음 직선의 방정식을 보조변수방정식으로 고쳐라.

1) )3,1,2(M0 − , =MM0 ｛1, 2, -4｝

2)
2

5
14

3 −
=

−
=

+ zyx

2. 두 점 ),,(M),,,(M 22221111 zyxzyx 을 지나는 직선의 방정식을 구하여라.

3. 점 M(2, 3, 1)을 지나고 벡토르 P ={5, 6, 7}에 평행인 직선의 방정식을 구하여라.

4. 직선의 일반방정식이 다음과 같이 주어졌다.

1)




=+++
=+++

0225
0132

zyx
zyx

2)




=−++
=++−

01322
0325

zyx
zyx

3)




=+−+
=−+−

0552
02

zyx
zyx

이 방정식을 방향벡토르에 의한 직선의 방정식으로 고치여라.
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1. 자리표원점을 지나며 벡토르 =n ｛5, 0, -2｝에 수직인 평면의 방정식을 구하여라.

2. 점 A(4, -3, 3)을 지나며 y축에 수직인 평면의 방정식을 구하여라.

3. 점 P(1, -1, 2)를 지나며 두 점 A(5, 1, -5), B(-1, 3, 7)을 지나는 직선에 수직인

평면의 방정식을 구하여라.

4. 점 P(3, -6, 2)가 자리표원점으로부터 평면에 세운 수직선의 밑점이라는것을 알고 그

평면의 방정식을 구하여라.

5. 점 A(4, 3, -2)를 지나며 다음것에 평행인 직선의 방정식을 구하여라.

1) y축 2) a =｛1, 7, 5｝ 3) 직선
2
5

10
8

3
9

−
−

=
−

=
+ zyx

6. 다음 두 점을 지나는 직선의 방정식을 구하여라.

1) A(1, 4, -1), B(3, 0, -2) 2) C(0, 5, -1), D(7, 1, -4)

7. 다음 세 점이 한 직선에 놓이겠는가? 

A(3, 0, 1) , B(0, 2, 4) , C( )3,
3
4,1

8. 직선의 일반방정식을 방향벡토르에 의한 방정식으로 고쳐라.

1) 




=−+−
=+−+

08323
02034

zyx
zyx

          2) 




=−−
=−+−

0134
09725

yx
zyx

 

9. 두 직선

p
zyx 2

2
7

3
5 −

=
+

=
−

,
4

99
12

7 +
=

−
=

− z
n

yx

가 평행이다. n, p를 구하여라.

10. 평면 08323 =−+− zyx 과 직선
5

2
1

1
3

2 +
=

−
=

+ zyx
의 사귐점을 구하여라.

 

 

직각자리표계가 도입된 공간에서 곡면 S의 임의의 점

M의 자리표 x, y, z가 방정식

F(x, y, z)=0 (*)

을 만족시키고 거꾸로 방정식 (*)을 만족시키는 x, y, z를

자리표로 하는 점 M(x, y, z)가 곡면 S에 놓일 때 방정식

(*)을 곡면 S의 방정식이라고 부른다.

M(x, y, z)∈S⇔F(x, y, z)=0
x 

y 

z 

M(x, y, z) 

→

i j

k
0

S

그림 1-57

제 5 절. 구면과 기둥면의 방정식 

 련 습 문 제 
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1. 구면의 방정식 

주어진 점 C( a, b, c)로부터 같은 거리에 있는 점들의 모임으로 된 도형을

구면이라고 부른다. 이때 C( a,  b, c)를 중심, 거리 r를 반경이라고 부른다.

구면에 놓이는 임의의 점을 M(x, y, z)라고 하면

CM= rczbyax =−+−+− 222 )()()(

이므로 중심이 C(a, b,  c)에 있고 반경이 r인 구면의 방정식은
2222 )()()( rczbyax =−+−+− (1)

자리표원점과 구면의 중심이 일치하면 구면의 방정식은
2222 rzyx =++ (2)

중심이 C(-1, 4, -2)에 있고 반경이 5인 구면의 방정식을 구하여라.

(풀이) 구면의 방정식 (1)을 리용하면 구하려는 구면의 방정식은

25)2()4()1( 222 =++−++ zyx

방정식 01104222 =−+−++ yxzyx 으로 표시되는 구면의 중심과 반

경을 구하여라.

(풀이) 방정식을

30)5()2(1254251044 222222 =+++−=−−−+++++− zyxzyyxx

으로 고친다. 이로부터 구면의 중심은 (2, -5, 0)이고 반경은 30 이다.

일반적으로 구면의 방정식은

0DC2B2A2222 =++++++ zyxzyx (3)

으로 표시할수 있다.

이것을 DCBAC)()B()A( 222222 −++=+++++ zyx

로 쓰면 0DCBA 222 >−++ 일 때 이 식은 중심이 C)B,A,( −−− 에 있고 반경이

DCBA 222 −++ 인 구면을 표시한다.

(3)을 구면의 일반방정식이라고 부른다.

구면의 일반방정식은 2x , 2y , 2z 의 곁수들이 모두 같고 yzxzxy ,, 를 포함하는

마디들이 없는것이 특징이다.

점 (0, 1, 6), (1, 5, 9), (4, 4, 5), (0, 5, 2)을 지나는 구면의 방정

식을 구하여라.

(풀이) 점들의 자리표를 방정식 (3)에 넣으면

1+ 36+2B+12C+D=0

례 1

례 2

례 3
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1+25+81+2A+10B+18C+D=0

16+16+25+8A+8B+10C+D=0

25+4+10B+4C+D=0

이다. 이것을 풀면

A=-2, B=-3, C=-7, D=53

결국 9)7()3()2( 222 =−+−+− zyx 형태로 고칠수 있다. 따라서 이 구면

은 중심이 (2, 3, 7)에 놓이고 반경이 3인 구면이다.

 

문 제 

1. 중심이 C(4, -2, 3)이고 자리표원점을 지나는 구면의 방정식을 구하여라.

2. 중심이 자리표원점에 있고 점 B(1, 7, -3)을 지나는 구면의 방정식을 구하여라.

3. 구면에서 직경의 두 끝점은 A(5, -1, 4), B(3, 5, 2)이다. 구면의 방정식을 구하

여라.

4. 다음의 방정식으로 주어진 구면의 중심과 반경을 구하여라.

1) 010201612222 =−+−−++ zyxzyx

2) 0593222 =−+−++ zyxzyx

2. 기둥면의 방정식  

주어진 직선 ℓ에 평행인 직선이 정해진 곡선 L

을 따라 움직여서 생긴 곡면을 기둥면이라고 부른다.

이때 L을 기둥면의 도선, ℓ에 평행이며 L의

점을 지나는 직선을 기둥면의 모선, ℓ을 기준선이

라고 부른다.

이제 도선 L이 Oxy평면의 곡선 즉

F(x, y)=0

이고 ℓ이 z축에 평행인 직선인 기둥면의 방정식을 보자.

이 기둥면의 임의의 점을 M(x, y, z)라고 하면 M의 Oxy평면에로의 사영점

N(x, y,0)은 도선 L에 놓이므로 x, y는 방정식 F(x, y)=0을 만족시킨다. 그런데 M과

N의 x, y자리표들은 같고 방정식 F(x, y)=0에는 z가 없으므로 임의의 z에 대하여

ℓ

L

그림 1-58
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M(x, y, z)의 자리표 x, y는 F(x, y)=0을 만족시킨다. 그러므로 Oxy 평면에서 도선의

방정식과 공간에서 기둥면의 방정식은 형태상 일치한다.

따라서 구하려는 기둥면의 방정식은 공간에서

F(x, y)=0

으로 표시된다.

922 =+ yx 는 Oxy평면에서 중심이 자리표원점에

있고 반경이 3인 원을 도선으로 하고 z축에 평행인

모선으로 되여있는 원기둥면의 방정식이다.

1
49

22

=+
yx

은 Oxy 평면에서 긴반경이 3이고 짧

은 반경이 2인 중심이 자리표원점에 있는 타원을

도선으로 하고 z축에 평행인 모선들로 되여있는 타

원기둥면의 방정식이다.

1y
2

2

2

2

=−
ba

x
은 Oxy 평면에서 실반경과 허반경이

각각 a, b인 중심이 자리표원점에 있는 쌍곡선을

도선으로 하고 z축에 평행인 모선들로 되여있는 쌍

곡기둥면의 방정식이다.

pxy 22 = 는 Oxy 평면에서 초점이 





 0,

2
p

에

있고 정점이 자리표원점과 일치하는 포물선을 도

선으로 하고 z축에 평행인 모선들로 되여있는 포

물기둥면의 방정식이다.

례 1

례 2

례 3

례 4

그림 1-59

x

z

y
0

x

y

z

O

그림 1-60

x

y

z

0

그림 1-61

x

y

z

0

그림 1-62
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문 제  

1. 방정식 922 =+ zx 로 표시되는 기둥면을 그려라.

2. 방정식 096822 =++−+ yxyx 로 표시되는 기둥면을 그려라.

3. 방정식 12

2

2

2

=+
c
z

b
y

로 표시되는 기둥면을 그려라.

4. 방정식 xy 42 = 로 표시되는 기둥면을 그려라.

5. 방정식 1
49

22

=−
yx

로 표시되는 기둥면을 그려라.

6. 방정식 zx =2 로 표시되는 기둥면을 그려라.

 
1. 중심이 A(4, 1, -1)이고 점 B(1, 0, 3)을 지나는 구면의 방정식을 구하여라.

2. 방정식이 다음과 같은 구면의 중심과 반경을 구하여라.

1) 49)11()10()3( 222 =−+++− zyx

2) 40)5()1( 222 =−+++ zyx  

3. 두 구면

0442222 =−−−++ zxzyx

02486222 =−−−++ zyzyx

의 중심사이의 거리와 중심선의 방정식을 구하여라.

4. 구면 49)4()1()1( 222 =−+++− zyx 와 직선
4
10

3
7

5
6 +

=
−
−

=
+ zyx

의 사귐점

을 구하여라.

5. 방정식 0),,( =zyxf 은 어떤 도형의 방정식인가를 밝히고 다음 기둥면들을 그려라.

1) 01052 =−+ zx         

2) 1
49

22

=−
zy

6. 점 A(2, -1, 4)로부터 구면 9)7()3()2( 222 =−+−+− zyx 까지의 거리를 구하

여라.

 련 습 문 제 
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1. 평행4변형 ABCD에서 A(-3, 5), B(4, 0), C(2, -7)일 때

1) 점 D 및 두 대각선의 사귐점 P의 자리표를 구하여라.

2) 대각선의 길이를 구하여라.

3) 두 대각선사이의 각을 구하여라.

2. 3각형 ABC의 무게중심을 G, 평면의 임의의 점을 P로 표시할 때 다음 식이

성립한다는것을 증명하여라.

1)
3

)PCPBPA(PG ++
= 2) 0GCGBGA

r
=++

3. 자리표평면에서 자리표가 (-3, 2)인 점 A에서 점 M(4, -8), N(2, -1)을

바라보는 각을 구하여라.

4. 자리표평면에 세 정점이 A(1, 3), B(2, 1), C(10, 5)인 3각형이 있다. 이

3각형은 직3각형인가?

5. 다음과 같은 직선의 방정식을 벡토르방정식, 방향벡토르에 의한 방정식, 법선벡토

르에 의한 방정식, 방향곁수에 의한 방정식으로 고치고 그림을 그려라.

1) 053 =−+ yx 2) 023 =− yx

3) 072 =−y 4) 053 =+x

6. 두 직선 09 =−− ykx , 052 =++ yx 이 평행 또는 수직이 되게 k의 값을

구하여라.

7. 직선 (2m-n+1)x+(m+n+2)y+4n-5=0이 y축에 평행이면서 x축과 점 A(2, 0)에서 사

귀도록 m, n의 값을 정하여라. 그리고 이때 이 직선의 방정식을 구하여라.

8. 직선 024 =−+ yax 과 052 =+− byx 은 점 A(1, m)에서 수직으로 사귄다.

a, b, m을 구하여라.

 복 습 문 제 
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9. 다음과 같은 도형의 방정식을 구하여라.

1) 중심이 (3, -2) 이고 반경이 7인 원의 방정식

2) a= 2,3 =b 인 타원의 보조변수방정식

3) c=5, 점근선이 y= x
3
4

± 인 쌍곡선

4) p=10, x축에 관해서 대칭이고 y축의 왼쪽에 있는 포물선

10. y축에 관하여 대칭이고 직선 x+y=0과 원 1822 =++ yyx 의 사귐점을 지나는

포물선의 방정식을 구하여라.

11. 직선 03 =−+ myx 과 122 =+ yx 은 1사분구안의 서로 다른 두 점에서 사귄다

면 m의 값범위를 구하여라.

12. 타원 1
925

22

=+
yx

과 1
925

22

=
−

+
− k

y
k

x
(k ＜9)에서 긴축, 초점, 준선, 리심률에

서 서로 같은것은 무엇인가?

13. 쌍곡선 1
169

22

=−
yx

과 공통점근선을 가지며 점 ( 32,3− )을 지나는 쌍곡선의

방정식을 구하여라.

14. 평면의 세 점 ),(),,(),,( 332211 yxyxyx 이 한 직선에 놓이면 행렬식

33

22

11

1

1

1

yx
yx
yx

의 값은 어떻게 되겠는가?

15. 벡토르 { }42,3,−=a 와 점 A(1, 0, -2), B(m, -4, n)를 맺는 벡토르가 공선

이라는것을 알고 m, n을 구하여라.

16. { } { } { } { }62,1,,31,5,20,1,,13,4, −==−=−= dcba , 일 때 다음 벡

토르를 구하여라.

1) dcba −+− 2 2) ( ) ( )dcba −−+ 43 3) dcba 2345 +++

17. 4,3 == ba 이고
4
π

=
Λ







 ba 일 때 














 +⋅− abba 32 를 구하여라.
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18. { } { } { }21,3,,,20,0, =−=−= cba 57,9, 일 때 벡토르 cba 523 +−

의 길이를 구하여라.

19. 점 M(-1, 5, 4)을 지나며 직선 2
4

5
7

3
2

−
+=+=− zyx

에 수직인 평면의 방정식을

구하여라.

20. 두 평면 06532 =−+− zyx 과 01075 =+−+ zyx 의 사귐선의 방향벡토르에 의

한 방정식을 구하여라.

21. 점 A(9, 0, 5), B(-1, 4, 1)이 주어졌다. 선분 AB를 수직2등분하는 평면의 방

정식을 구하여라.

22. 구면 ( ) ( ) ( ) 49922 222 =++−++ zyx 와 직선





=++−

=−−+

01235
0742

zyx
zyx

의 사귐점을 구하여라.

새로나온수학 - 프락탈기하학

3각형, 다각형, 원, 다면체, 구 등은 2차원 및 3차원공간에서 고찰되는

표준도형들이다.

이와는달리해안선, 강줄기, 벌의분포, 산줄기겉면등은자연도형으로서

그차원을고찰하면비옹근수차원을가지는것이대부분이다. 선분,원둘레, 절

선등은 1차원도형이고아마존강줄기와같은도형은곡선형태이지만비옹근수

차원을 가진다는것이 알려졌다. 이러한 표준도형이 아닌 자연도형을 프락탈

도형이라고부른다.

프락탈이라는 용어는 1975년에 라틴어 《fractus》(〈부스러뜨리다〉

또는〈절반으로가르다〉)에서생겼는데원유탐사과정에원유의분포도를확

정하는 문제를 연구하면서 새로운 수학분야로 프락탈기하학이 창시되였다. 자

연현상은그자체의고유한성질로각이한형태로묘사되는데그것을기하학적

으로고찰하는분야가바로프락탈기하학이다. 21세기에들어오면서비선형수

학이수학의주류로되면서프락탈기하학은카오스, 웨이불레트와함께현대응

용수학의3대분야로되였다.
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수렬의 극한

함수의 극한과 련속

도함수

여러가지 함수의 도함수

도함수의 응용

제2장. 도함수와 그 응용
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1. 수렬의 수렴과 발산

알아보기  다음  수렬들에서 마디의 번호가 끝없이 커질 때 매 마디가 어떻게 변하

는가를 알아보아라. 

1) 1,
2
1
,

3
1
, … ,

n
1
, …

2) 2, 4, 6, … , 2n, …

3) 3, -3, 3, -3,  … 
첫째 수렬에서와 같이 마디의 번호 n이 끝없이 커질 때 마디의 값이 일정한 수

로 얼마든지 가까와가는 수렬의 변화를 나타내기 위하여 수렴한다는 개념을 받아

들인다.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1) 01lim =
∞→ nn

2) na =
n

n 1+
일 때 na =1+

n
1
이므로

1+1, 1+
2
1
, 1+

3
1
, …, 1+

n
1
,…

은 n이 끝없이 커질 때 얼마든지 1에 가까와간다. 즉

11lim =
+

∞→ n
n

n

3) ccan (= 는 상수)일 때 n=1, 2, 3,… 이면 c, c, c,… 이므로

cann
=

∞→
lim

제 1 절. 수렬의 극한

수렬 ( na )이 극한을 가지지 않으면 수렬 ( na )은 발산한다고 말한다.

수렬 (an)에서 마디의 번호 n이 끝없이 커질 때 an이 일정한 수 a로

얼마든지 가까와가면 수렬 (an)은 수 a로 수렴한다고 말하고 다음과

같이 표시한다.

aann
=

∞→
lim 또는 )( ∞→→ nana

그리고 수 a를 수렬 ( an)의 극한이라고 부른다.

례
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앞에서 본 둘째 수렬 (2n)에서와 같이 n 이 끝없이 커질 때 마디의 값이 얼마

든지 커지면 수렬은 무한대로  발산한다고 말한다.

또한 셋째 수렬( 3)1( 1−− n )에서와 같이 마디가 몇개의 값을 차례로 되풀이하여

잡으면서 일정한 수로 가까와가지 않으면 수렬은 발산(진동)한다고 말한다.

문 제

1. 다음 수렬가운데서 수렴하는 수렬을 갈라내고 그 극한이 얼마인가를 말하여라.

1) 1, ,
4
1,

2
1

…, n2
1
,… 2) 2, 2, 2,…

3) ,
4
3,

3
2,

2
1

…,
1+n
n

, … 4) 1, 4, 9, 16,…

2. 다음 수렬가운데서 수렴하는 수렬과 발산하는 수렬을 갈라내여라.

1) 5, 3, 1, -1, … , 7-2n, …

2) 0.9, 0.99, 0.999, …

3) sin ,2,
2
3,,

2
ππππ

sinsinsin …

4) 3, -9, 27, -81, …

5) 1- ,
4
31,

3
21,

2
1

−+ … ,
1

)1(1
+

−+
n
nn , …

2. 수렬의 극한계산

수렬의 극한에 관한 다음 기본성질을 쓰면 수렬의 극한계산을 쉽게 할수 있다.

수렬의 극한의 기본성질 

수렬 )( na , )( nb 이 수렴하면

(1) nnnn
acca

∞→∞→
= limlim ( c는 상수)

(2) nnnnnnn
baba

∞→∞→∞→
±=± imimim ll)(l

(3) nnnnnnn
baba

∞→∞→∞→
= limlimlim
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성질 (2),(3)은 3 개이상의 수렬에 대해서도 성립한다.

(2)′ ±±±
∞→

Lnnn
ba(lim ℓ

∞→∞→∞→
±±±=

nnnnnn ba limlimlim) L ℓ n

(3)′ Lnnn
ba(lim

∞→
ℓ

∞→∞→∞→
=

nn
nnnnn ba limlimlim) L ℓ n

1) 500511515)15(l limlimlimlimim 22 =⋅+=⋅+=+=+
∞→∞→∞→∞→∞→ nnnn nnnnn

20)20)(2(1 =⋅++=

+

++++







⋅






 +=

⋅=






















∞→∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

nn

nnnn

nnnn

nnn

1
im22lim

1
lim1im

)
2

2(lim)
1

1(im
2

2
1

1lim

ll

l)2

3
2

im

lim
limlim

2

2

2

2

2

2

323l

112

323

112

323
12

=






 ++







 ++

=
++

++
=

++
++

∞→

∞→

∞→∞→

nn

nn

nn

nn
nn
nn

n

n

nn

문 제  

 
1. 다음 극한을 구하여라.

1)
n

n
n

12lim +
∞→

2) 






 −
− +∞→ 12

124lim n

n

n

3) 2

2 1lim
n

n
n

−
∞→

4) 2

2)32(
lim

n
n

n

−
∞→

2. 다음 극한을 계산하여라.

1)
)1(

2
lim

+∞→ nnn
2)

12
23

2lim
+
+

∞→ n
n

n

3)
)2)(1(

3
lim

++
+

∞→ nn
n

n
4)

23
)3)(2)(1(

3lim
+

+++
∞→ n

nnn
n

( )nn
n

−+
∞→

1lim 을 구하여라.

(풀이) 이 경우에는 차의 극한에 관한 성질을 직접 쓸수 없으므로 다음과 같이

고쳐서 계산한다.

례 2

례 1

례 3
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n

n
q

∞→
lim =

( )
( )












−=

>∞

=

<

1

1

때일진동발산

때일발산

때일

때일

q
q
q
q

,
,

1,1
1,0

( ) ( )( )
( )

0
2
10

111

1lim1lim

111

1lim
1
1lim

1
11lim1lim

=⋅=
++

=









++

=
++
−+

=

++
++−+

=−+

∞→∞→

∞→∞→

∞→∞→

n
n

n
n

nn
nn

nn
nnnnnn

nn

nn

nn

n

n
q

∞→
lim 을 구하여라

(풀이) 1) 1<q 일 때

LL >>>>>
n
qqqq

32
이고 n이 끝없이 커질 때

nq 은 얼마든

지 0에 가까와간다. 그러므로

0lim =
∞→

n

n
q

2) 1>q 일 때

LL <<<<<
n
qqqq

32

이고 n 이 끝없이 커질 때
nq 은 얼마든지 커진다. 그러므로 (

nq )은

무한대로 발산한다. 이것을 다음과 같이 쓰기로 한다.

∞=
∞→

n

n
qiml

3) q=1 일 때

11l1l imimlim ===
∞→∞→∞→ n

n

n

n

n
q

4) q=-1 일 때

nnq )1(−= 이므로 ( )nq 은 진동한다.

따라서

 

 

 

례 4
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문 제  

 
1. 다음 극한을 계산하여라.

1) ( )11lim −−+
∞→

nn
n

2) ( )nnn
n

−+
∞→

1lim

3) ( )nnn
n

−+−
∞→

53l 2im

2. 다음 극한을 계산하여라.

1) n

n

n 52
22lim

+
−

∞→
2)

13
2lim
−∞→ n

n

n

3) n

nn

n 41
42lim

−
+

∞→
4)












−








∞→ n

n

n

π2tan
3
1lim

3. 무한같은비합렬

첫째 마디가 )0( ≠aa , 공통비가 )0( ≠qq 인 무한같은비수렬

LL ,,,,, 12 −naqaqaqa
에 대하여 매개 마디를 더하기기호로 이어놓은

LL +++++ −12 naqaqaqa
을 무한같은비합렬이라고 부른다.

그리고 처음 n개의 마디의 합
12S −++++= n

n aqaqaqa L

을  n째부분합 이라고 부른다.

nS 에서 n=1, 2, 3, … 라고 하면 수렬 ( nS )이 얻어진다.

부분합들로 이루어진 수렬 ( nS )이 수렴하면 무한같은비합렬은 수렴한다고 말하고

극한

SSlim =
∞→ nn

를 그 합이라고 부른다.

그리고 이것을 다음과 같이 표시한다.

LL ++++= −1S naqaqa 또는 ∑
∞

=

−=
1

1S
n

naq

같은비수렬의 합의 공식을 쓰면

)1(S),1(
111

S ==≠
−

−
−

=
−
−

= qnaqq
q

a
q

a
q

aqa
n

n
n

n

그런데 1<q 일 때 0lim =
∞→

n

n
q

1≥q 일 때 )( nq 은 발산하므로
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1<q 일 때
q

a
nn −
=

∞→ 1
Slim

1≥q 일 때 nS 은 발산

이리하여 무한같은비합렬은 1<q 일 때만 수렴하고 그 합은
q

a
−1

와 같다.

1≥q 일 때는 발산한다.

다음 무한같은비합렬의 합을 구하여라.

1) L+++
4
1

2
11 2) L+−+−

27
1

9
1

3
11

(풀이) 1) a=1, q=
2
1
이므로

2

2
11

1S =
−

=

2)
3
1,1 −== qa 이므로

4
3

3
11

1

)
3
1(1

1S =
+

=
−−

=

무한같은비합렬의 합공식을 쓰면 순환소수를 쉽게 분수로 고칠수 있다.

다음 순환소수를 분수로 고쳐라.

1) )7.(0 2) 0.4(23)

(풀이) 1) 0.(7)=0.777…=0.7+0.07+0.007+…= L+++ 32 10
7

10
7

10
7

이것은

10
1,

10
7

== qa

인 무한같은비합렬의 합이다. 결과

=∑
∞

=

−

1

1

n

naq








≥

<
−

1,

1,
1

q

q
q

a

산발

례 1

례 2
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9
7

10
11

10
7

)7.(0 =
−

=

2) LL +++=+++= 53 10
23

10
23

10
400023.0023.04.0)23(4.0

둘째 마디로부터 23 10
1,

10
23

== qa 인 무한같은비합렬을 이룬다.

따라서

990
419

10
11

10
23

10
4)23(4.0

2

3
=

−
+=

 

문 제  

1. 다음 합을 구하여라.

1) ∑
∞

=0
2.0

k

k
2) ∑

∞

=

−

1
3

n

n
3) ∑

∞

=010
3

n
n

2. 다음 순환소수를 분수로 고쳐라.

1) -3.(27) 2) 1.2(12)

  

1. 다음 수렬가운데서 수렴하는 수렬을 갈라내고 그 극한을 구하여라.

1) LL ,1,,
9
1,

4
1,1 2n

2) LL ,)1(,,
4
1,

3
1,

2
1,1

1

n

n+−
−−

3) LL ,1,1,,
2
3,

2
3,

1
2,

1
2

n
n

n
n +

−
+

−−

2. 다음 수렬가운데서 수렴하는 수렬을 갈라내고 그 극한을 구하여라.

1) 







+1
2

n
n

2) 






+ 21 n
n

3) 








+1

2

n
n

4) 






 −+ +

n

n 1)1(1

3. 다음 조건을 만족시키는 수렬의 실례를 하나씩 들어라.

련 습 문 제
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1) 1<< nn ba 이면서 1limlim ==
∞→∞→ nnnn

ba 인 수렬 )( na 과 )( nb

2) )( na 은 발산하지만 1)(lim 2 =
∞→ nn

a 인 수렬 )( na

4. 다음 극한계산에서 무엇이 잘못되였는가? 그 까닭을 말하여라.

1) 03ll)3(l imimim 22 =−=−
∞→∞→∞→

nnnn
nnn

2) 1
3l

)24(l

3
24l

im

im
im =

∞
∞

=
+

=
+

∞→

∞→

∞→ n

n

n

n
n

n

n

3) 1100lim2lim1lim21lim =+++=+++=
+++

∞→∞→∞→∞→
LL

L

n
n

nnn
n

nnnn

5. 다음의 극한을 구하여라.

1)
13
32

2

2

lim
+−
+−

∞→ n
nn

n
2)

n
n

n +
−

∞→ 2
1lim 3)

23
1

3

2

lim
−
+

∞→ n
n

n

4) n

n

n 22
35lim +

∞→
5)

n
n

n

sin
lim

∞→
6)

nn
nn

n −+
+−+

∞→ 1
23

lim

7) )1,0(
1
1

lim ≠>
−
−

∞→
aa

a
an

n
8) 3

222 21lim
n

n
n

+++
∞→

L

9) 







+⋅

++
⋅

+
⋅∞→ )1(

1
32

1
21

1
lim

nnn
L 10) 






 +++

∞→ 222

21lim
n
n

nnn
L

6. 다음 합을 구하여라.

1) ∑
∞

=

−









1

1

4
3

n

n

2) ∑
∞

=

−⋅
1

105
n

n

3) )1(1 32 <++++ xxxx L 4) )1(1 32 <+−+− xxxx L

7. 다음 합을 계산하여라.

1) L+−+−++ )725()12()12(

2) ( L+
−

+−+−
2

533)32()13

3) L++++ )00035.0002.0()035.02.0(

8. 점화식으로 주어진 다음 수렬의 극한을 구하여라.

1) nn aaa
3
12,4 11 +== + 2) nn aaa 2,5 11 == + 3) n

nn aaa )(
2
1,1 11 −=−= +

9. 한 변이 a인 바른4각형의 네 변들의 가운데점을 맺어서 새로운 바른4각형을 얻고

또 이 바른4각형의 네 변의 가운데점을 맺는다. 이러한 과정을 계속해나갈 때

얻어지는 바른4각형들의 면적의 합, 둘레의 합을 구하여라.(그림 2-1)
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10. 직3각형 ABC의 직각의 정점 B에서 빗변 AC에 내린 수직선의 밑점을 D1,

D1에서 변 AB에 내린 수직선의 밑점을 2D , 2D 에서 AC에 내린 수직선의 밑점을

3D 이라고 한다. 이런 과정을 끝없이 계속해나갈 때 합

L+++ 32211 DDDDBD

을 구하여라. 여기서 AB=c, BC=a, AC=b이다.(그림 2-2)

11. 다음 순환소수를 분수로 고쳐라.

1) 1.(7) 2) 0.(234) 3) 0.4(12) 4) 3.42(23)

1. 함수의 극한 

과학과 기술에서는 수렬의 경우와 비슷하게 변수 x가 일정한 값에 끝없이

가까와갈 때 함수값의 변화상태를 고찰할 경우가 많다.

일정한 압력밑에서 물체의 온도를 점점 낮추어 그것이 C273°− 로 가까와가

면 물체의 분자들의 운동은 정지상태에 가까와간다.

함수
1
1)(

2

−
−

=
x

xxf 은 x=1에서 뜻을

가지지 않지만 1이 아닌 모든 x의 값

에서는

1
1

)1)(1()( +=
−

+−
= x

x
xxxf

이므로 변수 x가 1에 끝없이 가까와

갈 때 )(xf 는 얼마든지 2에 가까와

간다.(그림 2-3)

a 

그림 2-1

A B

C

a 
b

c

θ θ

θ 

θ 

D1 

D2 

D3

D4

D5

D6

D7

D8

그림 2-2

x 

y 

O 1

2 f(x)=
1
12

−
−

x
x

그림 2-3

제 2 절.  함수의 극한과  련속 

례 1

례 2
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cc
ax

=
→

lim ( c는 상수)

ax
ax

=
→

lim

변수 x가 1에 가까와가는 방법에는 여러가지가 있다. 1보다 큰 값을 잡으면서

갈수도 있고 작은 값을 잡으면서 갈수도 있다. 또한 1보다 큰 값과 작은 값을

차례로 잡으면서 갈수도 있다. 아무런 방법으로나 x가 1에 가까와가도 함수는

얼마든지 2에 가까와간다. 이때 수렬의 경우와 비슷하게 함수 )(xf 는 x가 1에

끊임없이 가까와갈 때 )(xf 는 2에 《수렴한다》고 말하게 된다.

함수 f(x)가 점 a의 충분히 가까운데서 늘 뜻을 가진다고 하자.

례 1, 2 를 극한기호를 써서 표시하면

0
273

lim =
−→

v
T

, 2
1
1lim

2

1
=

−
−

→ x
x

x

그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이

 

 

 

함수 f (x)에서 변수 x가 늘 x≠a이면서 아무런 방법으로나 수 a에 끝없이

가까와가도 함수 f (x)의 값이 일정한 수 A로 얼마든지 가까와가면 함수 f (x)

는 x가 a로 가까와갈 때 수 A로 수렴한다고 말하고 다음과 같이 표시한다.

A)(lim =
→

xf
ax

)(xf →A(x→a)

그리고 수 A를 x→a일 때 )(xf 의 극한이라고 부른다.

ax → 일 때 함수 )(xf 가 극한을 안가지면 함수

)(xf 는 ax → 일 때 발산한다고 말한다.

O x 

y 

a 

f(x)=c c 

그림 2-4

O x 

y 

a 

f(x)=x 
a 

그림 2-5



71

문 제 

1. 다음 함수의 극한을 구하여라.

1) )5(lim
2

x
x

−
→

2)
x

x
x 3

15lim
1

+
−→

3) x
x

2.0lim
2−→

4) x
x

π
2
3coslim

1→

2. 함수
1

2)(
+

=
x

xf 에서 변수  x가 1−≠x 이면서 -1에 가까와갈 때 함수값의

변화를 살펴보아라. 함수값이 일정한 수로 《수렴한다》고 말할수 있는가?

3. 다음 극한이 있는가?

1) 22 )2(
1lim
+−→ xx

2)
9
1lim 23 −

+
−→ x

x
x

3)
xx

1sinlim
0→

4)
axax −→

1coslim

4. 그림 2-6에서와 같이 주어진 함수의 점 a에서의 함수의 극한을 정하여라.

극한을 안가지면 왜 안가지는가를 말하여라.

(지시) )(lim
)(

xf
ax
ax

<
→

(왼쪽극한), )(lim
)(

xf
ax
ax

>
→

(오른쪽극한)이 있는가를 밝히고 그것

이 일치하는가를 따지면 된다.

O x

y 

a 

f 

O
x 

y

a

h 

-1

O

y 

a 

k 

2

4

x O x 

y

a

ℓ

그림 2-6
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 2. 함수의 극한계산 

함수의 극한에 관한 다음 기본산법성질을 쓰면 극한계산을 쉽게 할수 있다.

성질 (2), (3)은 3개이상의 함수에 대해서도 성립한다.

(2)′ ±±±
→

L)()([lim xgxf
ax

ℓ
axaxax

xgxfx
→→→

±±±= lim)(lim)(lim)]( L ℓ )(x

(3)′ ⋅⋅⋅
→

L)()([lim xgxf
ax

ℓ
axaxax

xgxfx
→→→

⋅⋅⋅= lim)(lim)(lim)]( L ℓ )(x

1) 52132lim32lim3lim)23(lim
1111

=+⋅=+=+=+
→→→→

xxx
xxxx

2) ( ) 42limlimlimlimlim 22

2222

2

2
===⋅=⋅=

→→→→→
xxxxxx

xxxxx

일반적으로

1) ( ) 1952322532532 2

22

2

2

2

2
limlimlimlim =+⋅+⋅=++=++
→→→→ xxxx

xxxx

2) ( ) )12(lim)13(lim)12(13lim 2

22

2

2
+−⋅+=+−+

−→−→−→
xxxxxx

xxx

[ ] [ ] 45951)2(2)2(1)2(3 2 −=⋅−=+−−−⋅+−⋅=

함수의 극한의 기본성질  

ax → 일 때 )(xf , )(xg 가 수렴하면

(1) )(lim)(lim xfcxcf
axax →→

= ( c는 상수)

(2) )(lim)(lim)]()([lim xgxfxgxf
axaxax →→→

±=±

(3) )(lim)(lim)]()([lim xgxfxgxf
axaxax →→→

⋅=⋅

(4)
)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax

ax
→

→

→
= ( )0)(lim,0)( ≠≠

→
xgxg

ax

( )n
ax

n

ax
xx

→→
= limlim

례 1

례 2
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다음 극한을 구하여라.

1)
13

2
21

lim
−

+
→ x

x
x

2)
32

2
2

2

1
lim

−+
−+

→ xx
xx

x

(풀이) 1) )2(lim
1

+
→

x
x

=1+2=3

02113)13(lim 22

1
≠=−⋅=−

→
x

x
이므로

2
3

)13(

)2(

13
2

2

1

1
21 lim

lim
lim =

−

+
=

−
+

→

→

→ x

x

x
x

x

x

x

2) 0)32(lim,0)2(lim 2

1

2

1
=−+=−+

→→
xxxx

xx

이므로 성질 (4)를 직접 쓸수 없다.

이 경우에 x-1 0≠ 이므로 다음과 같이 고쳐서 계산한다.

4
3

)3(lim

)2(lim
3
2lim

)1)(3(
)1)(2(lim

32
2lim

1

1

112

2

1

=
+

+
=

+
+

=
−+
−+

=
−+
−+

→

→

→→→

x

x
x
x

xx
xx

xx
xx

x

x

xxx

110
lim

−+→ x
x

x
을 구하여라.

(풀이) 이 경우에는 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 성질 (4)를 직접 쓸수

없다.

( )
( )( )

2)11(lim

)11(lim
1111

11lim
11

lim

0

000

=++=

++
=

++−+

++
=

−+

→

→→→

x

x
xx

xx
xx

x
x

x

xxx

x
x

x

1sin
0

lim
→

을 구하여라.

(풀이) 0→x 일 때
x
1sin 이 극한을 안가지므로 함수의 극한에 관한 성질을 쓸수

없다.

례 3

례 4

례 5

)(xf 가 x에 관한 옹근식으로 표시된 함수이면

)()(lim afxf
ax

=
→
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이 경우에는 11sin ≤
x

이라는것을 고려하여 다음과 같이 계산한다.

x
x

x
x

x ≤=
1sin1sin

x
x

xx ≤≤−
1sin

)0(0,0 →→→− xxx

이므로

01sinlim
0

=
→ x

x
x

 

문 제 

1. 다음 극한을 구하여라.

1) )132(lim 2

1
+−

→
xx

x
2) 2

1
)2)(1(lim +−

→
xx

x

3)
2

2lim 21 −
+

→ x
x

x
4)

1
32lim

2

3 +
−−

−→ x
xx

x

2. 다음 극한을 구하여라.

1)
9

65
2

2

3
lim

−
+−

→ x
xx

x
2)

1
13

1
lim

−
−

→ x
x

x

3)
2

8l
38

im
−
−

→ x
x

x
4)

x
x

x

11
0

lim
−−

→

5)
x

xx
x

−−+
→

11
1

lim 6)
12
25

1
lim

−−
−−

→ x
x

x

3. 다음 극한을 구하여라.

1)
1

1)1(2 sinlim
1 −

−
→ x

x
x

2) )3(1lim 2

4
−

→
xgx

x

3)
1

1cos
1

122lim
2

1 −−
−+−

→ xx
xx

x
4)

x

xx
x 1sin2

4lim
0

+

−
→

4. 다음 함수의 극한이 있는가?

1)
x
x

x 0
lim
→

2)
xx

1cosl
0

im
→

3)
xx −→ 1

1arctan
1

lim
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3.  두  특수극한   

1) 0→x 일 때
x

xsin
의 극한

그림 2-7과 그림 2-8에서 쉽게 알수 있는바와 같이

1coslim
0

=
→

x
x

, 0sinlim
0

=
→

x
x

0→x 일 때
x

xsin
의 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 상의 극한에 관한 성질

을 쓸수 없다. 그러므로 다음과 같은 방법으로 계산한다.

먼저 0<x<
2
π

이면서 0→x 인 경우를 보자. 단위원

을 그리고 중심각이 x인 활등 AB 를 잡자.

그림 2-9에서 △AOB, 부체형 OAB, △AOT의 면

적을 비교하면

∆AOTOAB ∆AOB SSS << 부체형

그런데 CB=sinx, AT=tanx, ∆AOBS =
2
1
sinx,

OAB S부체형 =
2
1 x, ∆AOTS =

2
1
tanx이므로 

2
1 sinx<

2
1

x<
2
1
tanx







 <<>

2
00sin πxx 이므로

1<
xx

x
cos

1
sin

<

x
x

x
cos

sin1 >>

그런데 1coslim,11lim
00

==
→→

x
xx

이므로

A

T

x 
xsin

O

B

1

C

그림 2-9

y=cosx

y

x

1

0
2
π

−

그림 2-7

y=sinx

y

xπ0-π

그림 2-8

2
π
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1
sin

0
lim =
→ x

x
x

이번에는 0
2

<<− x
π

이면서 0→x 인 경우를 보자.

이 경우에 )0( 11 >−= xxx 이라고 놓으면

00
2

0 1 →⇔<<−→ 





 xxx π







 <<

210 πx 이므로

1sinlimsinlim)sin(limsinlim
1

1

0
1

1

0
1

1

00 111

==
−

−
=

−
−

=
→→→→ x

x
x
x

x
x

x
x

xxxx

이리하여

안같기식
xx

x
cos
1

sin
1 << 로부터

1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

이라는것도 곧 알수 있다.

이 극한들을 써서 삼각함수가 들어있는 일련의 함수의 극한을 쉽게 구할수 있다.

1) )3(313sinlim3
3
3sin3lim3sinlim

000
xt

t
t

x
x

x
x

txx
==⋅===

→→→

2)
2
511

2
5

2sin
2

5
5sin

2
5l

2sin
5sin

00
imlim =⋅⋅=






 ⋅⋅=

→→ x
x

x
x

x
x

xx

1) 1
1
11

cos
1limsinlim

cos
1sinlimtanlim

0000
=⋅=⋅=






 ⋅=

→→→→ xx
x

xx
x

x
x

xxxx

2
1

2
11

cos1
1limsinlim

)cos1(
sinlimcos1lim)2 2

0

2

02

2

020
=⋅=

+
⋅






=

+
=

−
→→→→ xx

x
xx

x
x

x
xxxx

x
x

x

arcsin
lim

0→
를 구하여라.

(풀이) tx=arcsin 라고 놓으면 tx sin= 이고

0→x 일 때 0→t 따라서

1l
sin

im
arcsin

lim
00

==
→→ t

t
tx x

x

1sinlim
0

=
→ x

x
x

례 1

례 2

례 3
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문 제 

1. 다음 극한을 구하여라.

1)
x

x
x 3

5sin
lim

0→
2)

x
x

x 3tan
2

lim
0→

3)

3

)
3

sin(
lim

3
π

π

π
−

−

→ x

x

x
4)

x
xx

x cos1
sin

lim
0 −→

2. 다음 극한을 구하여라.

1)
x

x
x cos1
lim

2

0 −→
2)

x

x

x 5

)6
2

cos(
lim

0

−

→

π

3) xx
x

tan)
2

im(l
2

π
π

−
→

3. 1
1

)1sin(
lim

0
=

+

+
→ x

x
x

이 옳은가?

2) ∞→x 일 때  
x

x






 +

11 의  극한

변수 x의 값이 끝없이 커지거나 작아질 때 이것을 ∞→x 로 표시하기로 한다.

함수 x

x
)11( + 의 값들은 다음 표에서와 같이 변한다.

 
x (

x
11+ )x x (

x
11+ )x

0.1

0.2

0.5

1

2

10

100

1 000

2 000

3 000

5 000
…

1.009 6

1.431 0

1.732 0

2.000 0

2.250 0

2.593 7

2.704 8

2.716 9

2.717 6

2.717 8

2.718 0
…

-2

-10

-100

-1 000

-2 000

-3 000

-5 000
…

4.000 0

2.868 0

2.732 0

2.719 5

2.718 9

2.718 7

2.718 5
…
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표를 보면 ∞→x 일 때 함수

x

x






 +

11 의 값이 일정한 수 2.71… 에로 얼마든지

가까와간다는것을 알수 있다.

이 극한을 글자 e로 표시한다. 이때

이 극한 e를 우의 표에서와 같이 더 큰 값을 주면서 보다 정확히 계산해나가면

다음과 같다.

e=2.718281828…

수 e는 수학자체에서뿐아니라 과학과 기술에서 널이 쓰이는 수의 하나로서

무리수이다.

우의 극한을 써서 일련의 극한을 쉽게 계산할수 있다.

1) ( ) )1(11lim1lim
1

0 x
te

t
x

t

t
x

x
==






 +=+

∞→→

2) 11
11

1lim
1

lim −

∞→∞→
==







 +

=






+

e
e

x
x

x
xx

x

x

3) ( ) ( ) )2()1(lim21lim21lim 2

21

0

2

2
1

0

1

0
xtetxx t

t
x

x
x

x
==








+=



 +=+

→→→

수 e를 밑수로 하는 로그 xelog 을 자연로그라고 부르고 xln 로 표시한다.

로그계산에서는 10을 밑수로 하는 상용로그가 쓰이지만 과학과 기술에서 리론

을 전개해나가는데서는 자연로그가 널리 쓰인다.

자연로그와 상용로그사이에는 다음과 같은 관계가 있다.

또는

 

e
x

x

x
=






 +

∞→

11lim

elg
1NlgNln ⋅=

elgNlnNlg ⋅=

례 4
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문 제 

1. 다음 극한을 구하여라.

1)
311lim
x

x x






 +

∞→
2) x

x
x

2

0
)31(lim −

→

2. 다음 극한을 구하여라.

1)
1

12
32lim

+

∞→








+
+ x

x x
x

2) x

x
x cot

0
)tan1(lim +

→

 

4. 함수의 련속성  

함수의 개념은 함수의 극한개념과 밀접한 관계를 가진다.

함수 )(xf 가 점 a와 이 점의 가까이에서 뜻을 가진다고 하자.

점 a에서 함수 f (x) 가 련속이라는것은 변수 x가 점 a로 가까이 갈 때 함수값

f(x)가 바로 점 a에서의 함수값 f ( a)에 수렴한다는것을 의미한다.

이것을 다른 각도에서 살펴보자.

변수 x가 점 a와 다른 점 x를 잡았을 때 차 ax − 를 점 a에서 변수 x의 증분이라

고 부르고 x∆ (《델타 x》)로 표시한다.

)0( ≠∆−=∆ xxx a

이때 xax ∆+=

또한 변수 x의 증분 x∆ 에 대응하는 함수값 f(x)의 변화량 )()( afxaf −∆+ 을

점 a 에서의 함수  f(x)의 증분이라고 부르고 y∆ (《델타 y》)로 표시한다.

y∆ = )()( afxaf −∆+

그런데

( ) 0)]()([lim0)()(lim)()(lim
0

=−∆+⇔=−⇔=
→∆→→

afxafafxfafxf
xaxax

즉

)()(lim afxf
ax

=
→

일 때 함수 )(xf 는 점  x=a에서 련속이라고 말한다.
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이것은 점 a에서 변수 x가 조금 변하면 그에 따라 함수값 f(x)도 조금 변한다는

것을 보여준다.

그림 2-10에서 볼수 있는바와 같이 그라프가 끊어지지 않고 이어져있는 점에서

는 x∆ 를 령으로 보낼 때 함수의 증분 y∆ 가 령으로 수렴하지만 끊어져 떨어진 점

에서는 령으로 수렴하지 않는다. 이리하여 함수가 주어진 점에서 련속인가 아닌가

하는것은 주어진 함수의 그라프가 직관적으로 그 점에서 끊어지지 않고 이어져있는

가 끊어져 떨어져있는가 하는것을 나타낸다.

xxxf += 23)( 는 점 x=3 에서 련속이다.

사실 ( ) 303333 2 =+⋅=f

30333)3(lim)(lim 22

33
=+⋅=+=

→→
xxxf

xx
이므로

)3()(lim
3

fxf
x

=
→

1
1)(

2

−
−

=
x
xxf 은 극한 2)(lim

1
=

→
xf

x
를 가지나 점 x=1에서 뜻을 안가진다.

그러나 그 그라프는 점 M(1, 2)에서 틈이 생겨 끊어져있다. 그러므로

f(x)는 점 x=1에서 련속이 아니다.(그림 2-11)

0)()(
0

limlim =∆⇔=
→∆→

yafxf
xax

x

y 

O

f 

a

△y 

△x 

x 

y

O

f 

a

△y 

△x

그림 2-10

례 1

례 2
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g(x)=
2

3
−x

은 점 x=2에서 뜻을 가지지 않을뿐아니라 2→x 일 때 극한

도 안 가진다. 그러나 그 그라프는 점 x=2에서 끊어져있다. 그러므로 g(x)

는 점 x=2에서 련속이 아니다.(그림 2-12)

함수 f(x)가 점 x=a에서 련속이 아닐 때 점 a를 함수 f의 불련속점이라고 부른다.

원래 함수 ( )xf 가 점 a에서 련속이라고 하면 련속의 정의자체에서 곧 알수 있는

바와 같이 점 a는 이 함수의 뜻구역에 들어야 한다. 그러나 우의 례 2, 3에서 보는

바와 같이 x=1, x=2의 충분한 가까이에서 함수가 정의되여있고 이 점들에서 함수가

틈이 생겨 끊어져있거나 떨어져있다면 비록 이 점들에서 함수가 정의되여있지 않아

도 이 점들을 불련속점으로 보는것이 자연스럽다.

앞으로 함수의 불련속점에 대해서 생각할 때는 비록 뜻구역에 안 들어도 우에서

와 같은 점을 생각하기로 한다.

함수 f(x)가 주어진 구간의 매개 점에서 련속이면 함수 f(x)는 그 구간에서 련속

이라고 말한다.

함수 f(x)가 닫긴구간 [ ]ba, 에서 련속이라고 할 때 왼쪽끝점 a에서는

)()(lim
)(

afxf
xa
ax

=
<
→

(오른쪽련속)

오른쪽끝점 b에서는

)()(lim
)(

bfxf
bx
bx

=
<
→

(왼쪽련속)

에서 그 련속성을 리해한다.

우리가 늘 다루고있는 함수들인

xyayxyxyxyxy a
xn log     ,     ,tan    ,cos    ,  sin    , ======

등은 다 그것들이 정의된 구간에서 련속이다.

이것들의 그라프를 보면 직관적으로 그것이 련속이라는것을 곧 알수 있다.

x 

y 

M

0

1

2
f(x)=

1
12

−
−

x
x

1-1

그림 2-11

x 

y 

0 2

g(x)=
2

3
−x

그림 2-12

례 3
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문 제 

  
1. 독립변수의 증분은 늘 령이 아니다. 그러나 함수의 증분은 령이 될수 있다. 그러한

실례를 들어보아라.

2. A)(lim =
→

xf
ax

와 )()(lim afxf
ax

=
→

는 어떻게 다른가?

x 

y 
y=x3 y=x4 

0 1

1

그림 2-13

y=sinxy

x0 π 2π-2π -π

그림 2-14

y=cosx
y

x0 π-2π -π

그림 2-15

y=tanx 

x 

y

0-π

-
2
π

-
2

3π
-2π

-
2

5π
2

3π
2

5π
2ππ

그림 2-16

y 

x 0 1-1

0< a<1
y=ax

a>1

그림 2-17

y 

x 0

1

-1 1

y=logax
a>1

그림 2-18

1
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3.
x

xf 1)( = 은 점 x=0 을 떼놓은 모든 점에서 련속이다. 그것을 밝히여라.

4. 다음 함수들은 어데서 련속이고 어데서 불련속인가?

1)
1

52
2

2

+
+−

=
x

xxy 2)
2
42

−
−

=
x

xy

3) xy cot= 4)
x
x

y =

  

1. 다음 함수들의 극한을 구하여라.

1) )2(3l 2

3
im −
−→

xx
x

2)
12

32

1
lim

+
+

→ x
xx

x

3)
43

1
21

lim
−+

−
→ xx

x
x

4)
2012
65

2

2

2
lim

+−
+−

→ xx
xx

x

5)
x
x

x −→ 3
cos

2

lim
π

6)
13
11

1
lim

++
−−

→ x
x

x

2. 다음 함수들의 극한을 구하여라.

1)
nx
mx

x sin
sin

0
lim
→

2)

2
tan

0
lim

x
x

x→

3) 2

2

0

3sin
lim

x
x

x→
4)

θθ
θ

θ sin
cos1

0
lim

−
→

5) 





 −

→ θ
θθ

π
θ cos

tansinl 2

2

im 6)
x

x
x cos21

3sinl
3

im
−→

π

3. 다음 함수들의 극한을 구하여라.

1)
5

21
5

lim
−
−−

→ x
x

x
2)

x
xxx

x 5
23 23

0
lim

+−
→

3)
253

103
2

2

2
lim

−−
−+

→ xx
xx

x
4)

( )
h

yhy
h

22

0
lim

−+
→

련 습 문 제
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5)
36
21

3
lim

−+
−+

→ x
x

x
6)

314
2

2
lim

−+
+−

→ x
xx

x

4. 다음 함수들의 극한을 구하여라.

1)

x

x x






 −

∞→

21lim 2)

1

2
11lim

+

∞→






 +

x

x x
3)

x

x x
x 3

23
23

lim 







+
−

+∞→

4) x
x

x
3

0
)1(lim −

→
5) x

x
x 2tan

4

)(tanlim
π

→

5. )0()0,(Mo >aa 은 일정한 점이고 점

M(x, y)는 1사분구에서

oo MOM2OMM ∠=∠ 의 관계를 보존하

면서 움직인다. x, y 를 θ=∠ oMOM 의

함수로 표시하여라. 0→θ 일 때 점

M은 어떤 점으로 가까와가는가?

6. 같기식이 성립하도록 a와 b를 정하여라.

1) 3
1

2

1
lim =

−
++

→ x
bxax

x
)

5
1

2)2(
8

2

2

2
lim =

++−
+−

→ bxbx
axx

x

7. 점 x=1에서의 증분이 x∆ =0.01, x∆ =-0.01일 때 함수 xxy −= 22 의 증분 y∆ 를

각각 구하여라.

8. 점 x=-2에서의 증분이 x∆ =0.03, x∆ =0.002일 때 함수 13 2 +−= xy 의 증분

y∆ 를 각각 구하여라.

9. 다음 함수 f 에 대해서

x
xfxxf

xfxxfxxf
∆

−∆+
−∆+∆+

)()(
),()(),( oo

ooo

을 각각 구하여라.

1) f(x)= 2x 2)  f(x)=ax+b

3)  f(x)=a cbxx ++2 4) xxxf −= 3)(

10. 다음 함수는 어데서 련속이고 어데서 불련속인가?

y

x O
θ 2θ 

M(x, y) 

M0(a,0)

그림 2-19
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1) y=
132

12
2 ++

−
xx

x
2)

x
xy 1
+=

3) )2cos( += xy 4)
1

1
2 −

=
x

y

11. 함수









−>+

−=
−<

=

1,3
1,
1,

)(
2

2

xx
xk
xx

xf

의 련속구간을 말하여라.

1. 변화률 

도함수는 력학적으로는 부등속운동을 하는 물체의 어떤 순간에서의 속도를 정하

는 문제와 기하학적으로는 임의의 모양의 곡선에 그은 접선의 방향곁수를 정하는 문

제를 푸는 과정에 이끌어졌다.

이제 이 두 문제를 푸는 방법을 생각해보자.

순간속도를 정하는 문제  

물체의 부등속운동에서는 매 순간마다 그 속도가 다르다.

물체가 자유락하할 때 매 순간에서의 속도를 정하는 문제를 놓고 생각해보자.

진공속에서 물체가 자유락하할 때 t시간동안에 물체가 떨어지는 거리를 s라고

하면

2

2
1)( gttss ==

어떤 순간 t에서부터 t∆ 만 한 시간이 지나는 동안 물체가 떨어진 거리를 s∆ 라고 하면

제 3 절.  도함수 

탐 구

1. 모든 홑수차방정식은 적어도 하나의 실수풀이를 가진다는것

을 증명하여라.

2. 모든 짝수차방정식은 적어도 두개의 실수풀이를 가지든지

아니면 실수풀이를 가지지 않는다는것을 증명하여라.
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222 )(
2
1

2
1)(

2
1)()( tgtgtgtttgtsttss ∆+∆=−∆+=−∆+=∆

그러므로  t와 t+ t∆ 사이에서의 물체의 평균속도 t∆V 는 다음과 같다.

)
2
1(

)(
2
1

V
2

ttg
t

tgtgt

t
s

t ∆+=
∆

∆+∆
=

∆
∆

=∆

물체가 등속도직선운동을 한다고 하면 t∆V 가 바로 물체의 속도로 될것이다.

그러나 자유락하하는 물체의 운동은 등속도운동이 아니므로 순간마다 속도가

달라진다. 그러므로 평균속도 t∆V =
t
s

∆
∆

는 순간 t와 t∆ 에 따라 달라진다.

그러나 t∆ 를 작게 잡으면 잡을수록 평균속도 t∆V 는 순간  t에서의 떨어지는

물체의 속도를 보다 가깝게 표시한다고 볼수 있다.

이리하여 0→∆t 일 때의 평균속도의 극한

gtttg
t

tstts
t
stv

ttttt
=






 ∆+=

∆
−∆+

=
∆
∆

==
→∆→∆→∆∆→∆ 2

1lim)()(limlimVlim)(
0000

를 떨어지는 물체의 순간 t에서의 속도(순간속도)로 정할수 있다.

접선의 방향곁수를 정하는 문제

함수 f의 그라프 L의 점 M에서 그은 접선의 방향곁수를 정하는 문제를 생각

해보자.

그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이

MP=△x

NP=△y=f(x+△x)-f(x)

이때 가름선 MN의 방향곁수는

x 

y 

O

△y 
△x 

x x+△x

M

N
T

αβ

그림 2-20

x 

L

M

N

T

αβ

그림 2-21

P
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( ) ( )
x

xfxxf
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆

=
MP
NP

그런데 점 N이 곡선 L을 따라 점 M에 끝없이 가까와가면 0→∆x 으로 되고

가름선 MN은 그 방향을 점차로 바꾸면서 직선 MT에 얼마든지 가까와간다. 이

극한위치에 있는 직선 MT를 점 M에서 곡선 L에 그은 접선이라고 부르고 점 M을

접점이라고 부른다.

가름선 MN이 접선 MT로 가까와갈 때 βα → 이다.

따라서 βα
βα

tantanlimlim
MP
NPlim

0MN
==

∆
∆

=
→→∆→ x

y
x

그런데 βtan 는 접선 MT의 방향곁수이다.

이리하여 접선 MT의 방향곁수 βtan 는 다음 극한으로 정해진다.

x
xfxxf

x
y

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=
→∆→∆

)()(tan
00

limlimβ

우에서 본 순간속도를 정하는 문제나 접선의 방향곁수를 정하는 문제는 비록 그

것들이 서로 다른 내용의 문제이기는 하지만 수학적인 내용으로 보면 독립변수의 증

분을 령으로 보낼 때 함수의 증분과 독립변수의 증분과의 비의 극한으로 정한다는

의미에서는 같다. 이밖에도 도체에 흐르는 전류의 세기를 정하는 문제, 막대기에 질

량이 퍼져있을 때 그 밀도를 구하는 문제 등 과학과 기술에서 다루는 량들가운데는

우에서와 같은 모양의 극한으로 정해지는것들이 많다.

함수 )(xfy = 가 주어졌다고 하자.

점 a에서 독립변수의 증분 x∆ 를 잡고 이에 대응하는 함수의 증분을 y∆ 라고 하면

)()( afxafy −∆+=∆

이때 비

x
afxaf

x
y

∆
−∆+

=
∆
∆ )()(

는 x∆ 에 따라 달라진다. 이 비는 a와 xa ∆+ 사이에서의 함수 f 의 평균변화률을

나타낸다.

극한

x
afxaf

x
y

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆

)()(limlim
00

이 있으면 함수 f는 점 a에서 미분가능하다고 말한다.

그리고 이 극한을 점 a에서의 f의 변화률 또는 미분곁수라고

부르고 )(af ′ 로 표시한다. 즉

)(af ′ =
x

afxaf
x ∆

−∆+
→∆

)()(lim
0
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)(af ′ 를

dx
ady

dx
adfay )(,)(,)(′

등으로도 표시한다.

함수 xxy += 2 의 점 x=2 에서의 변화률을 구하여라.

(풀이) 점 x=2 에서 변수 x의 증분을  △x로 표시하므로 
 

△ ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( )222 5222222 xxxxfxfy ∆+∆=+−∆++∆+=−∆+=  
 
2 와 2+△x사이에서 함수의 평균변화률은  
 

( ) x
x

fxf
x
y

∆+=
∆

−∆+
=

∆
∆ 5)2(2

△x→0일 때 이것의 극한을 구하면

( ) 55limlim
00

==
∆
∆

∆+
→∆→∆

x
xx x

y

따라서 함수 xxy += 2 는 점 x=2 에서 미분가능하고 그 변화률은

5)2(/ =f

 

문 제 

1. 함수 f(x)= xx 23 − 에서 변수 x가 -3에서 1까지 변할 때 이 함수의 평균변화률을

구하여라. 또한 a에서 b까지 변할 때 이 함수의 평균변화률을 구하여라.

2. 어떤 물체가 12 +−= ttS 이라는 법칙에 따라 직선운동을 한다. 시간 t가 다음

과 같이 변할 때 그 평균속도를 구하여라.

1) 3에서 3.1까지 2) 3에서 3.01까지

3) 2.99에서 3까지 4) 3에서 3+h까지

또한 운동이 시작된지 3초후의 물체의 속도를 구하여라.

3. 함수 23)( xxxf −= 의 점 x=-2, x=0, x=3 에서의 변화률을 각각 구하여라.

례
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2. 도함수  

함수 f가 구간 (a, b)의 매개 점에서 미분가능하면 f는 구간 (a, b)에서 미분가

능하다고 말한다.

함수 f 가 구간 (a, b)에서 미분가능하면 (a, b)의 매 점 x에는 변화률(미분곁수)

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+

=′
→∆

)()(lim)(
0

가 대응한다. 즉

R)(),( ∈′→∋ xfxba

이것은 (a, b)를 뜻구역으로 하고 f(x)의 변화률들의 모임을 값구역으로 하는

하나의 새로운 함수가 정해졌다는것을 의미한다.

도함수 f ′를

dx
df

dx
dyy ,,′

등으로도 표시한다.

도함수의 의미로부터 앞에서 본 순간속도와 접선의 방향곁수는 각각

==
dt
dstv )(

t
s

t ∆
∆

→∆ 0
lim

x
y

dx
dy

x ∆
∆

==
→∆ 0

limtan β

이것은 도함수(변화률 또는 미분곁수)가 력학적으로는 순간속도를 의미하며

그라프에서는 접선의 방향곁수를 의미한다는것을 보여준다.

도함수값 )(/ xf 는 점 x에 대응하는 함수 f의 그라프의 점 M(x, f(x))에서 이

그라프에 그은 접선의 방향곁수와 같다는것을 앞에서 보았다.

그러므로 미분가능한 점에서는 함수의 그라프에 y축에 평행이 아닌 꼭 하나의

접선을 그을수 있다.

이 새로운 함수를 f ′로 표시하고 f로부터 이끌어졌다는 의미

에서 함수 f의 도함수라고 부른다. 즉

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+

=
→∆

)()(lim)(
0

/
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그림에서 ㄱ)은 점 a에서 함수가 미분가능한 경우이고 ㄴ), ㄷ), ㄹ)은 점 a에

서 련속이지만 미분가능하지 않는 경우이다.

ㄴ)에서는 점 M에서 그라프가 모가 나서 두개의 접선이 그어졌다.(모난점) ㄷ),

ㄹ)에서는 y축에 평행인 접선이 그어졌다.

그런데 ㄷ)에서는 점 M이 그라프의 뾰족한 점으로 되여있고(뾰족점), ㄹ)에서는

곡선이 점 M에서 이어지면서 접선의 량쪽에 놓여있다.(변곡점)

우의 그림은 함수 f가 점 a에서 미분가능하면 f는 점 a에서 련속이지만 이것의

거꿀은 일반적으로 성립하지 않는다는것을 보여준다.

 

문 제 

 
1. 다음 함수의 도함수를 구하고 지적된 값을 구하여라.

1) ?)3(),1(,2 =−′′= ffxy 2) ?)3(),2(,1
=′−′= ff

x
y

3) ?)0(,52 3 =′−= StS 4)
x

xy −
=

1
, ?)1( =′y

2. y축에 평행인 접선을 그을수 있는 점에서 함수는 미분가능하지 않다. 왜 그런가?

3. 미분가능한 점에서 함수는 련속이라는것을 증명하여라.

4. 함수 xy = 는 점 x=0 에서 련속이지만 미분가능하지 않다는것을 밝혀라.

y 

x 0

M

a 

ㄱ)

y 

x 0

M(모난점)

a 

ㄴ) 

y 

x 0

M(변곡점)

a 

ㄹ) 

y 

x 0

M(뾰족점)

a 

ㄷ)

그림 2-22
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3. 도함수계산  

도함수를 구하는것을 미분한다고 말하고 도함수를 구하는 산법을 미분법이라고

부른다.

여러가지 함수의 도함수를 구하기 위하여 먼저 간단한 함수의 도함수를 구하고

도함수계산에서 널리 쓰이는 미분법의 규칙을 이끌어내기로 한다.

1) 상수의 도함수
f(x)=c( c는 상수)라고 하면

0=−=−∆+=∆ cc)x(f)xx(fy
이므로

00
00

limlim =
∆

=
∆
∆

→∆→∆ xx
y

xx

즉

2) 제곱함수의 도함수

f(x)= nx )N( ∈n 이면

△y= )()( xfxxf −∆+ = )xx( ∆+ n- nx
= ( ) nnn

n
n

n
n xxxxCxxx −∆++∆+∆+ −− L22211C

= ( )( )iinn
n

n xxxxxCxnx ∆=∆∆++∆+∆ −− L2221

이므로

( )1221

00
limlim

−−−

→∆→∆

∆++∆+=
∆
∆ nn

n
n

xx
xxxCnx

x
y

L

= 1−nnx

따라서

3) 상수배수 및 합과 차의 도함수

)( ′c =0

N)()( 1 ∈=′ − nnxx nn

정리  1. 함수 f,  g 가 미분가능하면 cf (c는 상수), f+g, f-g 도 미분가능하고

(1) )())(( xfcxcf ′=′
(2) )()())()(( xgxfxgxf ′+′=′+

)()())()(( xgxfxgxf ′−′=′−
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례 2

례 1

(증명) (1) )(xcfy = 라고 놓으면

])()([)()( xfxxfcxcfxxcfy −∆+=−∆+=∆ 이므로

( ) ( )
x

xfxxfc
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆

)( )()(lim)()(limlim
0x00x

xfc
x

xfxxfc
x

xfxxfc
x
y

x
′=

∆
−∆+

=







∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆→∆

즉 cf(x)는 미분가능하고

)())(( xfcxcf ′=′

(2) )()( xgxfy += 라고 놓으면

)]()([)]()([ xgxfxxgxxfy +−∆++∆+=∆ 이므로  

)()(

)()(lim)()(limlim

)]()([)]()([

000

xgxf
x

xgxxg
x

xfxxf
x
y

x
xgxxg

x
xfxxf

x
y

xxx

′+′=
∆

−∆+
+

∆
−∆+

=
∆
∆

∆
−∆+

+
∆

−∆+
=

∆
∆

→∆→∆→∆

즉 f+g는 미분가능하고

)()())()(( xgxfxgxf ′+′=′+

차에 대해서도 꼭 마찬가지로 증명된다.(증명끝)

공식 (2)는 함수가 3개이상인 경우에도 그대로 성립한다.

1) 23xy = 이면

xx)'x()'x('y 62333 22 =⋅===

2) 53 2 −+= θθs 이면

1)(6)(,7116)1(
16)5()()3()53( 22

++=+′=+⋅=′
+=′−′+′=′−+=′

babass
s θθθθθ

어떤 물체가 법칙 123 2 +−= tts 에 따라 직선운동을 한다. 운동이 시

작된지 4초만에 물체의 속도를 구하여라.(시간의 단위는 초, 거리의 단

위는 m이다.)

(풀이) 어떤 순간 t에서 물체의 속도 )(tv 는

26)1()2()3()123()()( 22 −=′+′−′=′+−=′= ttttttstv

따라서 4초만에 물체의 속도는

22246)4()4( =−⋅=′= sv (㎧)
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포물선 542 +−= xxy 의 점 M(3, 2)에서 이 곡선에 그은 접선의 방정

식을 구하여라.

(풀이) 42)54( 2 −=′+−=′ xxxy

2432)3( =−⋅=′y

이므로 구하려는 접선의 방향곁수는 2이다.

그런데 접선의 방정식은 직선의 방정식이므로

bkxy +=

로 표시된다.

이때 23 == )('yk 이므로

bxy += 2

구하려는 접선은 점 M(3, 2)를 지나므로

b+⋅= 322

이로부터

b=-4

따라서 구하려는 접선의 방정식은

42 −= xy 또는 042 =−− yx
 

문 제  

 
1. 다음것을 구하여라.

1) ?)1(,7 =−′= yxy 2) ?
2
3,4 =






′= πθ ss

3) ?)1(,102 =′= yy 4) ?
3
5,?)0(,

3
tan =






′=′= ππ yyy

2. 다음 함수를 미분하여라.

1) 32 521 xxxy −+−= 2) 52
3
2 3 ++−= xxy

3) 22 23 +−= tts 4) ?)(?,)1(, =′=′+= ayynxxy n

3. ∑
=

=
n

k

k
k xax

0

)(P 일 때 ?)(P?,)(P =′=′ ax

4. 포물선 xxy −= 22 의 점 M(2, 6)에서 이 곡선에 그은 접선의 방정식을 구하여라.

례 3
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4) 적과 상의 도함수

(증명) (3) )()( xgxfy ⋅= 라고 놓으면

)]()()[()()]()([     
)()()()()()()()(      

)()()()(

xgxxgxfxxgxfxxf
xgxfxxgxfxxgxfxxgxxf

xgxfxxgxxfy

−∆++∆+⋅−∆+=
−∆++∆+−∆+∆+=

⋅−∆+⋅∆+=∆
이

므로

)()()(lim)(            

 )()(lim)(                  

)(lim)()(limlim

)()()()()()(

0

0

000

xgxfxxgxf
x

xgxxgxf

xxg
x

xfxxf
x
y

x
xgxxgxfxxg

x
xfxxf

x
y

x

x

xxx

′+∆+′=
∆

−∆+
+

∆+
∆

−∆+
=

∆
∆

∆
−∆+

+∆+
∆

−∆+
=

∆
∆

→∆

→∆

→∆→∆→∆

그런데 g는 미분가능하므로 련속이다.

따라서

)()()()(lim
0

xgxfxgxf
x
y

x
′⋅+⋅′=

∆
∆

→∆

즉 gf ⋅ 는 미분가능하고

( ) )()()()()()( xgxfxgxfxgxf ′+′=′⋅

(4) )0)((
)(
)(

≠= xg
xg
xfy 이라고 놓고

)()(
)()()()(

)(
)(

)(
)(

xgxxg
xxgxfxgxxf

xg
xf

xxg
xxfy

∆+
∆+−∆+

=−
∆+
∆+

=∆

)()(
)]()()[()()]()([

xgxxg
xgxxgxfxgxfxxf

∆+
−∆+−−∆+

=

와 같이 변형하여 공식 (3)과 꼭 마찬가지로 증명할수 있다.

정리 2. 함수 f,  g 가 미분가능하면 gf ⋅ , f/g(g(x) )0≠ 도 미분가능하고

(3) )()()()())()(( xgxfxgxfxgxf ′+′=′⋅

(4)
)(

)()()()(
)(
)(

2 xg
xgxfxgxf

xg
xf ′−′

=
′
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1) )3)(12( 2xxy −+= 이면

)2)(12()3(2)3)(12()3()12( 222 xxxxxxxy −++−=′−++−′+=′

2626 xx −−=

2)
1
1

+
−

=
x
xy 이면

222 )1(
2

)1(
)1(1

)1(
)1)(1()1()1(

+
=

+
−−+

=
+

′+−−+′−
=′

xx
xx

x
xxxxy

)N(1
∈== − nx

x
y n

n 이면

1

1
2

1

2

)(
)(

)(1

−−−

−−
−

−=′

−=
−

=
′−′

=′

nn

n
n

n

n

nn

nxx

nx
x
nx

x
xxy

이리하여 n이 옹근수인 테두리까지 제곱함수의 도함수공식을 넓힐수 있다.

 

문 제 

1. )()()()()()()()()())()()(( xhxgxfxhxgxfxhxgxfxhxgxf ′+′+′=′⋅⋅

가 성립한다는것을 증명하여라.

2. 다음 함수를 미분하여라.

1) )13)(52( +−= xxy 2) )23)(31( 2 +−−= xxxy

3) )4)(3)(2( +−+= xxxy 4) ))()(1( 322 xxxxxy −−−=

3. 다음 함수를 미분하여라.

1)
x

xy
71

2
−

= 2) 3

1
t

s = 3)
θ

θρ 1
+=

4) 3
2

5
23
x

xy −= 5)
)3)(1(

12
−−

−
=

xx
xy 6) 21

1
1

1
xx

y
+

−
+

=

)Z()( 1 ∈=′ − nnxx nn

례 4

례 5
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1. 아래의 명제에서 옳은것과 옳지 않은것을 밝혀라.

1) 함수 f (x)가 점 a에서 변화률을 가지지 않으면 f (x)는 점 a에서 련속이 아니다. 

2) )(af ′ 는 점 a에서 함수 f (x)에 그은 접선이다. 

3) 미분불가능한 점에서는 그 점에 대응하는 곡선의 점에서 접선을 그을수 없다.

4) 점 a에서 미분가능한 함수는 그 점에서 극한도 가진다.

2. 가열된 물체의 온도변화규칙이 )(tfu = 로 주어졌다. 시간구간 [ ]ttt ∆+, 에서

물체가 식는 평균속도와 순간 t에서 식는 속도를 구하여라.

3. 다음 함수를 미분하여라.

1) xy 35.0 −= 2) 245 xxy −= 3) 43 210 ttS +−=

4) mn nxmxxf +=)( 5) xxxy ++= 510 22

4. 다음 함수를 미분하여라.

1) )1(3 −= xxy 2) )23)(15( 2 zzy +−=

3) )12)(41( 22 +−= ssy 4) ))(( mmnn axaxy ++=

5) )1)(23)(1( 22 xxxy −−+=

5. 다음 함수를 미분하여라.

1)
12

3

−
=

x
xy 2) 2

3 12
x

xxy +−
=

3)
)3)(12(
)32)(1(

+−
−+

=
xx
xxy 4) 21

1

x
x

x
y

−

+
=

6. 어떤 물체가 12 2 += ts 이라는 법칙에 따라 직선운동을 한다. 운동이 시작된지 4

초, 10초만의 속도를 각각 구하여라.

7. 포물선 xxy 22 +−= 에 그은 접선이 x축과 0°의 각을 이루는 접점은 어떤 점인

가? 또한 45°의 각을 이루는 접점은 어떤 점인가?

8. 포물선 cbxxy ++= 2 가 직선 12 −= xy 과 점 x=1에서 접하기 위하여서는 b와 c

를 어떻게 정하면 되겠는가?

련 습 문 제
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1. 삼각함수의 도함수

(증명) (1) xy sin= 이면







 ∆

+
∆

=−∆+=∆
2

cos
2

sin2sin)sin( xxxxxxy 이므로







 ∆

+⋅
∆

∆

=
∆
∆

2
cos

2

2
sin xx

x

x

x
y

그런데

xxx
x

x

xx
cos

2
coslim,1

2

2
sin

lim
00

=





 ∆

+=
∆

∆

→∆→∆

이므로

xx cos)(sin =′

(2) xy cos= 이면 xsin 의 경우와 꼭 마찬가지로 하여

xx sin)(cos −=′

(3) xy tan= 이면 상의 미분규칙에 의하여

x
xx

xx
x

xxxx
x
xxy

2
22

22

2

sec
cos

1
cos

sincos
cos

)(cossincos)(sin)
cos
sin()(tan

==
+

=

′−′
=′=′=′

이므로

(1) )(cos)(sin +∞<<−∞=′ xxx
(2) )(sin)(cos +∞<<−∞−=′ xxx

(3) ),
2

(
cos

1)(tan 2 Ζ∈+≠=′ kkx
x

x ππ

(4) ),(
sin

1)(cot 2 Ζ∈≠−=′ kkx
x

x π

제 4 절.  여러가지  함수의  도함수 
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x
x

x 2
2 sec

cos
1)(tan ==′

(4) xy cot= 이면 xtan 의 경우와 꼭 마찬가지로 하여

x
x

x 2
2 cosec

sin
1)(cot −=−=′

1) xxy sin2= 이면

xxxxxxxxxxy cossin2)(sinsin)()sin( 2222 +=′+′=′=′

2)
x
xy

cos2
cos2

−
+

= 이면

22

2

)cos2(
sin4

)cos2(
sin)cos2()cos2(sin

)cos2(
)cos2)(cos2()cos2()cos2()

cos2
cos2(

x
x

x
xxxx

x
xxxx

x
xy

−
−=

−
+−−−

=

−
′−+−−′+

=′
−
+

=′

점 O(0, 0)에서 곡선 xy tan= 에 그은 접선이 x 축과 이루는 각과 그 접선의

방정식을 구하여라.

(풀이)
x

y 2cos
1

=′ 이므로 1)0( =′y

따라서 점 O(0, 0)에서 그은 접선의

방향곁수는 1tan =β

이로부터 접선이 x축과 이루는 각은

4
πβ =

따라서 구하려는 접선의 방정식은 1사분구

의 자리표각의 2등분선 xy = 이다.

그러므로 탕겐스곡선은 원점 O에서 직선 xy = 에 접한다.

문 제

1. 다음 함수를 미분하여라.

1) xy sin
2
3

= 2) xxy cossin=

3) )cos)(sin3( 2 xxxxy −+= 4) xxy cot=

y 

x 
O

2
π

-
2
π

y=tanx 

그림 2-23

례 1

례 2
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례 1

2. 점 O(0, 0)에서 곡선 xy sin= 에 그은 접선이 x 축과 이루는 각과 그 접선의 방

정식을 구하여라.

2. 합성함수의 도함수

함수 3)12( += xy 에서 독립변수 x 에 대응하는 함수값을 계산하자면 먼저 12 +x

의 값을 계산하고 다음에 이 값의 3제곱을 계산한다. 즉





=

+=
3

12
uy

xu

그러므로 함수 3)12( += xy 은 두 함수 3uy = 과 12 += xu 를 합성한것이다.

1) xy 3sin= 는 두 함수 uy sin= , xu 3= 로 이루어진 합성함수이다.

2) 32
2 )1(log += xy 은 1,,log 23

2 +=== xvvuuy 로 이루어진 합성함

수이다.

y 가 u 의 함수 )(ufy = 이고 u 가 또한 x 의 함수 )(xgu = 이면 y 는
x의 어떤 함수로 된다. 이 함수를 )(gf 로 표시하고 함수 f 와 g 의 합성

함수라고 부른다. 즉

)]([))(( xgfxgfy ==

g f 

u=g(x) 

y x 

f ( g) 
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이제 합성함수의 미분공식을 얻어내자.

(증명) 함수 )(xgu = 에서 독립변수 x 의 증분 △ x 에 대응하는 u 의 증분을 △u ,

함수 )(ufy = 에서 증분 △u 에 대응하는 y 의 증분을 △ y 라고 하면

x
u

u
y

x
y

∆
∆

⋅
∆
∆

=
∆
∆

그런데 )(xgu = 가 미분가능하므로 련속함수이다.

따라서 0→∆x 일 때 △u →0 이고 f 와 g의 미분가능성을 고려하면

dx
du

du
dy

x
u

u
y

x
y

xxx
⋅=

∆
∆

⋅
∆
∆

=
∆
∆

→∆→∆→∆ 000
limlimlim

즉 )g(f 는 미분가능하고

)())(()())(( xgxgfxgfy ′⋅′=′=′

(주의) 함수 )(xgu = 에서 독립변수 x의 증분 △x에 대응하는 u의 증분 △u가 령

이면 우와 같은 방법으로는 증명할수 없다. 그러나 이 경우에도 정리는

성립한다.

1) 3)12( += xy 은 두 함수 12,3 +== xuuy 로 이루어진 합성함수이

므로

223 )12(623)12()( +=⋅=′+′=′ xuxuy

2) 2sin xy = 은 2,sin xuuy == 으로 이루어진 합성함수이므로

( ) ( ) 22 cos22cossin xxxuxuy =⋅=′′=′

정리.   (합성함수의 미분법)

함수 g 가 점 x 에서 미분가능하고 f 가 점 u〔u=g(x)〕에서

미분가능하면 합성함수 f(g)도 점 x에서 미분가능하고

))(( ′gf ⋅′= ))(()( xgfx )(xg ′

례 2
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문 제

1.
3

)(,lg)(,2)( 2

−
==−−=

x
xxhxxgxxxf 일 때 다음 함수들을 써라.

1) f(g)(x)   2) g(f )(x) 3) f(h)(x)

4) h(f )(x) 5) g(h)(x) 6) h(g)(x)

2. 다음 함수들은 어떤 함수들의 합성으로 이루어졌는가?

1) xy 2cos= 2) 12 += xy 3) 23sin xy = 4) )ln(cos xy =

3. 다음 함수들가운데서 ( ) ( )
x

xxgxxf
tan1

sin2,12 2

+
=+= 에 대하여 ( ) ( )xfg 로 되는

것을 찾아보아라.

1)
( )

1
tan1

sin8
2

2

+
+

x
2)

( )
x

xx
tan1

sin122 2

+
+

3)
( )
( )12tan1

12sin2
2

2

++
+

x
x

4) 2
x

xx
tan1

sin212

+
++

4. 다음 함수를 미분하여라.

1) 22 )32( +−= xxy 2) )2()1( 2 xxy −+=

3) maxy )6( 3 += 4) 3)1(
x

xy −=

5) xy 2cos= 6) 22 )53sin( += xy

방정식 014 32 =−+ yx 으로 만들어지는 x 의 함수 y 의 도함수를 구하

고 )0(y′ 을 계산하여라.

(풀이) y 가 x의 함수라는것을 고려하면

dx
dyy

dx
dy

dy
dy

dx
dy

⋅=⋅= 2
33

3

방정식 014 32 =−+ yx 의 두 변을 x에 관하여 미분하면

0342 2 =⋅⋅+
dx
dyyx

례 3
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이로부터 26y
x

dx
dy

−=

0=x 에 대응하는 y의 값은 0140 32 =−+ y 이므로

3

4
1

=y

따라서 0

4
16

0)0( 2

3

=









−=′y

문 제

1. 다음 함수를 미분하여라.

1)
2

cos xy = 2) 2tan xy = 3) )cos( baxy +=

4)
x
xy

2cos
= 5) 32 )1(

1
x

y
+

= 6)

2

2

2

12
1









+−

+
=

xx
xy

2. 다음 함수를 미분하여라.

1) 3 2 32 ++= xxy 2) 22 xa
x
ay +=

3) 3)1(
)3)(1(

+
−−

=
x
xxy 4) 2

1
22 )cossin( xbxay +=

3. xay −++= 11 일 때 y′는 ( )이다.

1)
xa −

+
+ 12

1
12
1

2)
xa −

−
+ 12

1
12
1

3)
x−12

1
4) -

x−12
1

4. 다음 방정식을 만족시키는 x의 함수 y의 도함수를 구하여라.

1) 122 =+ yx 2) 012

2

2

2

=−+
b
y

a
x

3) ?)0(,12 32 =′=+− yyxyx 4) ayx =+
5. 다음 함수를 미분하여라.

1) )( 2xfy = 2) [ ])(2 xffy =
여기서 f 는 미분가능한 함수이다.

6. 쌍곡선 2axy = 의 임의의 한 점에서 그은 접선과 두 자리표축으로 둘러싸인

3각형의 면적은 일정하다는것을 증명하여라.
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3. 거꿀삼각함수의 도함수

(증명) (1) xy arcsin= 라고 놓으면

yx sin= 





 <<−

22
πyπ

y 가 x의 함수이라는것을 고려하여 두 변을 x에 관하여 미분하면

dx
dyy

dx
dy

dy
yd

dx
yd

⋅=⋅== cossinsin1

이로부터

ydx
dy

cos
1

=

그런데
22

(0cos πyπy <<−> )이므로

22 1
1

sin1
1

xydx
dy

−
=

−
=

(2) xy arccos= 라고 놓으면

yx cos= )0( πy <<

두 변을 x에 관하여 미분하면

dx
dyy

dx
dy

dy
yd sincos1 −=⋅=

)0(0sin πyy <<> 이므로

22 1
1

cos1
1

sin
1

xyydx
dy

−
−=

−
−=−=

(1)
21

1)(arcsin
x

x
−

=′ ( )11 <<− x

(2)
21

1)(arccos
x

x
−

−=′ )11( <<− x

(3) 21
1)(arctan
x

x
+

=′ (-∞ < x < +∞)

(4) −=′)arccot( x 21
1
x+

(-∞< x < +∞)
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례

(3) xy arctan= 라고 놓으면







 <<−=

22
tan πyπyx

두 변을 x에 관하여 미분하면

dx
dyy

dx
dy

dy
yd

⋅=⋅= 2sectan1

222 1
1

tan1
1

sec
1

xyydx
dy

+
=

+
==

(4) xy arccot= 라고 놓으면 xarctan 의 경우와 꼭 마찬가지로 하여

222 1
1

cot1
1

cosec
1

xyydx
dy

+
−=

+
−==

1) xxy arcsin2=

2

2

1
arcsin2

x
xxxy
−

+=′

2)
x
xy

−
+

=
1
1arctan

2222

2

2 1)1(
2

)1()1(
)1(

1
1

1
11

1
x
x

x
x

xx
x

x
x

x
x

y
+
−

=
−
−

⋅
++−

−
=

′







−
+

⋅








−
+

+

=′

문 제

1. 다음 함수를 미분하여라.

1)
a
xy arcsin= 2)

a
x

a
y arctan1
= 3)

x
y 1arccos=

2. 다음 함수를 미분하여라.

1) 2)2(arcsin xy = 2) )43arccos( 3xxy −=

3) 21
arccot

2
1arctan

3
2

x
xxy
−

+=
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(1)
ax

xa ln
1)(log =′ )0,1,0( >≠> xaa

x
x 1)(ln =′

(2) )1,0(ln)( ≠>=′ aaaaa xx

xx ee =′)(

4. 로그함수와 지수함수의 도함수

(증명) (1) xy alog= 로 놓으면

)1(loglog)(log
x
xxxxy aaa

∆
+=−∆+=∆

     )1(log1)1(log1)1(log1 x
x

aaa x
x

xx
x

x
x

xx
x

xx
y ∆∆

+=
∆

+
∆
⋅=

∆
+

∆
=

∆
∆

t
x

x
=

∆
로 놓으면   (△x→0 ↔ △t→∞)

ax
e

xtxx
y

a
t

tax ln
11log1])11(lim[log1lim 

00
==+=

∆
∆

→∆→∆

즉

ax
xa ln

1)(log =′

특히 ea = 이면 1ln =e 이므로

x
x 1)(ln =′

(2) xay = 의 거꿀함수 yx alog= 에서 y 가 x 의 함수라는것을 고려하여

두 변을 x에 관하여 미분하면

dx
dy

aydx
dy

dy
yd a ⋅=⋅=

ln
1log

1

aaay
dx
dy x lnln ==

특히 ea = 이면

xx ee =′)(
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1) ( )1ln 2 += xy 이면

1,ln 2 +== xuuy 이므로

( ) ( )
1

2211ln 2
2

+
=⋅=

′
+′=′

x
xx

u
xuy

2) xay sin= 이면

xuay u sin, == 이므로

axa
axaxay

x

uu

lncos
lncos)(sin)(

sin ⋅⋅=

⋅⋅=′′=′

3) xey −= 이면

xuey u −== , 이므로

x
e

x
exey

x
uu

22
1))((

−

−=







−=′−=′

로그함수의 도함수공식을 써서 α 가 임의의 실수일 때도 공식

이 성립한다는것을 쉽게 증명할수 있다.

사실 αxy = 의 두 변에 로그를 취하면

xy lnln α=

y 가 x 의 함수라는것을 고려하여 두 변을 x에 관하여 미분하면

111

1

−⋅=⋅⋅=⋅⋅=′

=
′

αα ααα

α

x
x

x
x

yy

xy
y

즉
1)( −=′ αα α xx

이와 같이 두 변에 로그를 취하고 미분하는 방법을 로그미분법이라고 부른다.

R,)( 1 ∈=′ − αα αα xx

례 1
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)0( >= xxy x 를 미분하여라.

(풀이) 두 변에 로그를 취하면

xxy lnln =

y 가 x의 함수라는것을 고려하여 두 변을 x에 관하여 미분하면

)1(ln)1(ln

1ln

+=+=′

+=
′

xxxxyy

x
y
y

문 제

1. 다음 함수를 미분하여라.

1) xy 3ln= 2) 2
9log xy =

3) )123(log 2
3 ++= xxy 4) xy ln=

2. )(ln xfy = 이면
)(
)(

xf
xfy

′
=′ 이다. 왜 그런가?

3.

21ln1ln 





−=

xx
y 일 때 y′를 구하여라.

4. 다음 함수를 미분하여라.

1)
4 3

1
x

y = 2) xxy lg3= 3) π)1( 2 += xy

5. 다음 함수를 미분하여라.

1) xey 3= 2) xey x ln3=

3) xy x cos2= 4) xx

x

y
52

3
+

=

5)
x

eey
xx

2cos

−−
= 6) xey x sinA −=

6. 다음 함수를 미분하여라.

1) xxy sin= 2) xxy )(sin=

례 2
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5. 2 계도함수

어떤 물체가 )(tfs = 라는 법칙에 따라 직선운동을 한다면 어떤 순간 t에서 속도

)(tv 는

)()( tf
dt
dstv ′==

물체가 부등속운동을 한다면 속도 v는 시간에 따라 달라진다. 따라서 그의 변화

속도를 또한 생각할수 있다. 즉

t
tfttftf

dt
d

dt
tdv

t ∆
′−∆+′

=′=
→∆

)()(lim)()(
0

이것을 순간 t 에서의 물체의 가속도로 정한다. 바로 가속도는 속도를 표시하는

도함수의 변화률이므로 도함수의 도함수이다.

미분법의 기본규칙 
1) cfccf ()( ′=′ 는 상수) 2) gfgf ′+′=′+ )(

3) gfgfgf ′+′=′⋅ )( 4) 2g
gfgf

g
f ′−′

=
′










5) )()]([)())(( xgxgfxgf ′′=′

도함수공식표

y y′

c
αx

0
1−⋅ αα x

ax ln
1

aa x ln

xcos
xtan
xcot

xsin−
x2sec

xalog

xln

x2cosec−

21

1

x−

21

1

x−
−

21
1
x+

21
1
x+

−

xarcsin

xarccos

xarctan

xrccota

xa

xe

cosx

x
1

xe

xsin

y 
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이와 같이 과학과 기술의 문제들가운데는 주어진 함수의 도함수뿐만아니라 도함

수의 도함수를 또한 생각해야 할 경우들이 자주 있다.

함수 ))(( xfyf = 의 도함수의 도함수 )( ′′f 즉

x
xfxxfxf

x ∆
′−∆+′

=′′
→∆

)()(lim))((
0

를 함수 f 의 2 계도함수라고 부르고 다음과 같이 표시한다.

2

2

2

2

,,,
dx

yd
dx

fdyf ′′′′

가속도 a는

dt
dva = )()( tf

dt
tfd ′′=

′
=

즉 2계도함수는 력학적으로 보면 가속도를 의미한다.

1) 12 23 +−+= xxxy 이면

4406)0(
46,143 2

=+⋅=′′
+=′′−+=′

y
xyxxy

2) )1ln( xy += 이면

1
)21(

1)2(

)1(
1,

1
1

2

2

−=
−

−=−′′

+
−=′′

+
=′

y

x
y

x
y

질점 M이 22 ttx −= 이라는 법칙에 따라 직선운동을 한다. 질점 M의

속도 v와 가속도 a를 구하여라.

(풀이) 질점M이 22 ttx −= 이라는 법칙에 따라 운동하므로 속도 v는

t
dt
dxv 22 −==

가속도 a는

22

2

−===
dt

xd
dt
dva

이 례에서 10 <≤ t 이면 )0)((0 >′> tfv 이다. 이때 질점 M은 x축의 정방향으

로 운동한다. 또한 1>t 이면 )0)((0 <′< tfv 이다. 이때 질점 M은 x축의 부방향으

로 운동한다.

례 1

례 2
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1=t 일 때 )0)((0 =′= tfv 이다. 이때 질점 M은 순간적으로 정지하면서 운동방

향을 바꾼다.

일반적으로 직선운동 )(tfx = 에서 순간 t 에서의 )(tf ′ 를 그 크기로 하고 질점

M이 운동하는 방향으로 향하는 벡토르를
→

v 라고 하면 순간 t 에서의 속도를
→

v 로

표시할수 있다.

2계도함수를 정의한것과 꼭같은 방법으로 함수 f 의 2계도함수 f ′′ 의 도함수

)( ′′′f 를 f 의 3계도함수라고 부르고 다음과 같이 표시한다.

3

3

3

3

,,,
dx

yd
dx

fdyf ′′′′′′

일반적으로 함수 )(xfy = 를 n번 계속 미분하여 얻는 함수를 함수 f 의 n계도함수

라고 부르고 다음과 같이 표시한다.

n

n

n

n
nn

dx
yd

dx
fdyf ,,, )()(

2계이상의 도함수를 고계도함수라고 부르고 이것과 구별하여 도함수 f ′를
1계도함수라고 부른다.

xy sin= 이면

xyxy
xyxy

sin,cos
sin,cos

)4( =−=′′′

−=′′=′

한편







 +=






 +=′′′







 +=






 +=′′







 +==′

2
3sin

2
2cos

2
2sin

2
cos

2
sincos

ππ

ππ

π

xxy

xxy

xxy

일반적으로







 +=

2
sin)( πnxy n

x0

v
( ) 0>′ tf 일 때

x 0

v
( ) 0<′ tf 일 때

그림 2-24

례 3
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문 제 

1. 다음 함수의 2계도함수를 구하여라.

2
2

35

1
1                    

sin        132 









+
−

=−=

=+−+=

x
xyxey

xxyxxxy

4)3)

2)1)

2. xey x sin= 가 다음 방정식에 맞는가를 따져보아라.

022 =+′−′′ yyy

3. )()( xvxuy = 일 때 y ′′를 구하여라.

4. 다음 함수의 지적된 계수의 도함수를 구하여라.

?,

?,?,

?,)23(?,

)(

0

)()(

)4(

==

====

=+==′′′=

∑
=

n
n

k

k
k

nnn

nx

yxay

y
x
cyyxy

yxyyey

5)

4)3)

2)1) α

5. 어떤 물체를 처음속도 300㎧로 땅면에 수직되게 쏘아올렸다. t 초 후의 물체의 높

이를 h라고 하면

29.4300 tth −=

이다. 이 물체가 가장 높은 높이에 이르기까지의 시간과 그 높이를 구하여라. 그

리고 다음 순간에 물체가 올라가는가 떨어지는가를 말하여라.

st 20=1) 2) st 30= 3) st 32=

6. 점 M이 홑떨기 )sin( atrx += ω 를 한다. 그 속도와 가속도를 구하여라. 점 M

의 가속도는 그 자리표에 비례한다는것을 증명하여라.

 

1. 다음 함수를 미분하여라.

3 2

2

3 223 2

3
22

22242

)23(2      
1

12
)12(         1

1
1

)(
1 

 )2()1()32(

xxy
x
xy

xxyxy

x
xy

bax
y

xxyxxy

−=
−

−
=

+−=+=

+
−

=
+

=

+−=+−=

8)7)

6)5)

4)3)

2)1)

련 습 문 제
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2. 다음 함수를 미분하여라.

)
2

arctan(tan
2

tan)cosarcsin(sin

)arcsin(cos
1

2arccossincos

)sin(cos)3sin2(cos2cot

2

22

xxyxxy

xy
x
xybxaxy

xyxxyxy

+=−=

=
+

==

=−==

8)7)

6)5)4)

3)2)1)

3. 다음 식들에서 )(xyy = 이다. y′를 구하여라.

)cos(                  3 
2                                   2 

3233

542

yxyaxayx
xyxy
+==−+

==

4)3)

2)1)

4. 다음 함수를 미분하여라.







 ++=+=

=+=

22

23

ln )1ln( 

       tanln         )ln( 

axxyxxy

xyxxy

4)3)

2)1)

 cos bxey ax=5)   2 xxey −=6)







 +−= 12 3 23

xxey x7)

5. 타원 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

의 점 ( 00 , yx )에서 타원에 그은 접선의 방정식을 구하여라.

6. 다음 함수의 2계도함수를 구하여라.

1) 42 234 +−+= xxxy 2) 2

2

1 x
xy
−

=

3) xxy ln2= 4) ( ) tety 22−=
7. 다음 함수의 지적된 계수의 도함수를 구하여라.

?,sin                    ?, 

?,cos      ?,)(
2

 

?,21                   ?,
1

)()(

)(

2

====

===′′′+=

=′′′−==′′
−

=

−

nnx

na
x

a
x

yxyyay

yxyyeeay

yxyy
x

xy

θ6)5)

4)3)

2)1)

8. 22 xxy −= 이 다음 방정식에 맞는가를 따져보아라.

013 =+′′yy
9. 53)( xbxaxxf ++= 이 다음 방정식에 맞도록 cba ,, 를 정하여라.

0)()(
7
31 2 =+′′






 − xcfxfx

10. 물체가 법칙 tt beaex −+= 에 따라 직선운동을 하면 그의 가속도는 그 크기가

운동경로와 같다는것을 증명하여라.
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11. 다음 법칙에 따라 직선운동을 하는 물체의 지적된 순간에서의 속도와 가속도를

구하여라.

1,
3

cos32,2 23 ===+= ttsttts π
2)1)

12. 물체의 운동이 2ctbtas ++= 이라는 법칙으로 주어졌다. 물체에 일정한 힘이

작용하고있다는것을 증명하여라.

13. 원의 면적이 시간에 따라 일정한 속도로 늘어날 때 원둘레가 늘어나는 속도는

반경에 거꿀비례한다는것을 증명하여라.

1. 함수의  증가와  감소 

어떤 구간에서 변수 x 의 값이 커질 때 함수 )(xf 의 값이 커지면 함수 )(xf 는 이

구간에서 증가한다고 말한다. 또한 변수 x 의 값이 커질 때 함수 )(xf 의 값이 작아지

면 함수 f 는 이 구간에서 감소한다고 말한다.

그림 2-25에서 보는바와 같이 증가하는 함수의 그라프는 변수의 값이 커지는데

따라 왼쪽에서부터 오른쪽으로 오르는 곡선이고 감소하는 함수의 그라프는 왼쪽에서

오른쪽으로 내리는 곡선이다.

y 

x x1 x2

f(x1)＜ f(x2) 

O

f 

y 

x x1 x2 

f(x1)＞ f(x2) 
O

f 

y 

x x1 x2 

f(x1)＜ f(x2) 

O

f 

y 

x x1 x2

f(x1)＞ f(x2) 
O

f 

그림 2-25

증가함수

감소함수

제 5 절.  도함수의  응용 



114

도함수값 )(xf ′ 는 함수 f 의 그라프의 점 ))(,(M xfx 에서 그라프에 그은 접선

의 방향곁수를 의미하므로 )(xf ′ 의 부호에 의하여 함수가 증가하는가 감소하는가

를 판정할수 있다.

0)( >′ xf 인 점 ))(,(M xfx 를 간단히 점 x로 부르기로 한다.

x에서 함수 f 의 그라프에 그은 접선은 그 방향곁수가 정이므로 왼쪽에서부터

오른쪽으로 오르는 직선이다.

따라서 점 x 가까이에서 함수의 그라프는 왼쪽에서 오른쪽으로 오른다. 즉 f 는
점 x 가까이에서 증가한다.(그림 2-26 ㄱ))

)(xf ′ <0인 점 x에서 f의 그라프에 그은 접선은 그 방향곁수가 부이므로 왼쪽 에

서부터 오른쪽으로 내리는 직선이다. 따라서 점 x가까이에서 함수의 그라프는 왼쪽

에서 오른쪽으로 내려간다.

즉 f는 점 x가까이에서 감소한다.(그림 2-26 ㄴ))

이리하여 도함수의 부호에 의하여 함수의 증가와 감소를 다음과 같이 판정할수

있다.

어떤 구간에서 )(xf ′ =0이면 이 구간의 매개 점에서 함수 f 의 그라프에 그은 접

선은 x축에 평행이다. 그러므로 그라프자체도 x축에 평행인 직선이다. 따라서 함수

f 는 이 구간에서 상수이다.

y 

x 

f′(x)=tanα＜0 
M

α

O

y 

x 

f′(x)=tanα＞0

M

α
O

그림 2-26

ㄱ) ㄴ)

함수의 증가, 감소의 판정 
어떤 구간에서

1) ( ) 0>′ xf 이면 f 는 그 구간에서 증가한다.

2) ( ) 0<′ xf 이면 f 는 그 구간에서 감소한다.

함수 f 가 어떤 구간에서 )(xf ′ =0이면 f 는 이 구간에서 상수이다.
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함수 f 가 어떤 구간에서 감소하거나 증가할 때 이 구간에는 )(xf ′ =0인 점이 있

을수 있다.

례를 들어 함수 3)( xxf = 은 (-∞, +∞)에서 분명히 증가하나 0=x 에서 그

도함수값은 0이다. 즉 003)0( 2 =⋅=′f (그림 2-27)

이리하여 함수 f 가 어떤 구간에서 증가하면 일반적으로 그 구간에서 0)( ≥′ xf 이다.

마찬가지로 어떤 구간에서 감소하면 일반적으로 그 구간에서 0)( ≤′ xf 이다.

함수 3)( xxxf −= 의 증가구간과 감소구간을 구하여라.

(풀이) 주어진 함수의 뜻구역은 (-∞, +∞)이다.

도함수를 구하면
231)( xxf −=′

이로부터

3
1

±=x 에서 0)( =′ xf

3
1

−<x 에서 0)( <′ xf

3
1

3
1

<<− x 에서 0)( >′ xf

3
1

>x 에서 0)( <′ xf

따라서 함수 3)( xxxf −= 은 







∞+








−∞− ,

3
1,

3
1, 에서 감소하고









−

3
1,

3
1

에서 증가한다. 대략적으로 그리면 그림 2-28과 같다.

y 

x 

f(x)=x3

0)0( =′f  O

그림 2-27

y 

x O

-
3

1

감

소
증

가 감

소-1 1

3
1

그림 2-28

례 1
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함수 f 가 어데서 증가하고 어데서 감소하는가 하는것을 조사하기 위하여 )(xf ′

의 부호를 살피려면 먼저 0)( =′ xf 에 맞는 점들을 구하고 이 점들을 경계로 하여

함수가 주어진 구간을 몇개의 구간으로 나누고 이 매개 구간에서 )(xf ′ 의 부호를

살피면 된다.

함수
3
)1(6)( 2 +

−
=

x
xxf 의 증가구간과 감소구간을 구하여라.

(풀이) 주어진 함수의 뜻구역은 (-∞, +∞)이다. 도함수를 구하면

2222

2

22

2

)3(
)3)(1(6

)3(
326

)3(
2)1()3(6)(

+
−+

−=
+

++−
=

+
−−+

=′
x

xx
x

xx
x

xxxxf

이로부터 3,1 =−= xx 에서 0)( =′ xf 이다.

그러므로 함수의 뜻구역 ),( ∞+−∞ 를 -1, 3을 경계로 하여 다음과 같이

3개의 구간으로 나누고 매개 구간에서 도함수의 부호를 살피여 함수의

증가와 감소를 판정한다.

주어진 함수는 ),3(),1,( ∞+−−∞ 에서 감소하고 (-1,3)에서 증가한다.

이 함수의 대략적인 그라프를 그리면 그림 2-29 와 같다.

 

 

x -∞ ∞+− LLL 31
f ′ - 0 + 0 -

f ↘ -3 ↗ 1 ↘

감소 증가 감소

y 

x 31-1 O

1

-2

-3

( ) ( )
3
16

2 +
−

=
x

xxf

그림 2-29

례 2
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문 제 

1. )()( xgxf ′=′ 이면 두 함수 )(xf 와 )(xg 는 상수만 한 차이를 가진다는것을

밝혀라.

2. 다음 함수들은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가?

2

2

2

32

)2(
1)(1)(

cos)(
1
1)(

712)(182)(

−
=+=

−=
+
−

=

+−=++−=

x
xw

x
xxv

xxxu
x
xxh

xxxgxxxf

6)5)

4)3)

2)1)

3. 2 차함수 )0(2 ≠++= acbxaxy 는 어데서 증가하고 어데서 감소하는가?

4. 다음 함수는 (-∞, +∞)에서 계속 증가하거나 감소한다는것을 밝혀라.

xxxgxxxxf sin)(2461)( 32 +=−+−= 2)1)

 

2. 함수의 극대와 극소 

 
함수 f 를 놓고 )(af 가 점 a 가까이에서 가장 큰 값이면 즉 ax = 가까이의 아

무런 점 x를 잡아도

)()( afxf <

이면 함수 f 는 점 ax = 에서 극대로 된다고 말하고 )(af 를 극대값, ax = 를 극대

점이라고 부른다.

이와 비슷하게 )(af 가 점 a 가까이에서 가장 작은 값이면 즉 ax = 가까이의 아무런

점 x 를 잡아도 늘 )()( afxf > 이면 함수 f 는 점 ax = 에서 극소로  된다고 말하고

)(af 를 극소값, ax = 를 극소점이라고 부른다.

함수의 극대값과 극소값을 통털어 극값이라고 부르고 극대점과 극소점을 통털어

극값점이라고 부른다.

y 

x x a 

f(a) 
f(x) 

극 대

f(x)< f(a) 

O

y 

x a x 

f(x)

f(a)

극 소
O

f(x)> f(a) 

그림 2-30
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극대, 극소의 정의에서 점 ax = 가까이라는것은 점 a 의 왼쪽으로 가까운 점,

오른쪽으로 가까운 점을 다 통털어서 하는 말이다. 그러므로 극값은 그 점 량쪽에서

함수가 뜻을 가지는 점 즉 끝점이 아닌 아낙점에서만 가질수 있다.

그리고 함수 f 의 극값은 그 함수의 뜻구역전체에서 반드시 )(xf 의 가장 큰값, 가

장 작은 값으로 되는것은 아니다.

따라서 개별적인 극대값이 극소값보다 작을수 있다.

그림 2-31에서 보는것처럼 함수의 그라프에서 봉우리로 되는 점에서 극대로 되

고 곬으로 되는 점에서 극소로 된다.

모든 함수가 다 극값을 가지는것은 아니다. 계속 증가하거나 감소하는 함수 례를

들어 1차함수 baxy += 는 극값을 안 가진다.(그러므로 함수의 극값을 따질 때는

이러한 함수는 빼놓고 생각한다.)

함수 )(xf 에서 변수 x 가 증가해오다가 점 a 를 지날 때 함수 )(xf 의 값이 증

가로부터 감소로 바뀌면 분명히 함수 f 는 점 ax = 에서 극대로 되고 거꾸로 감소

로부터 증가로 바뀌면 함수 f 는 점 ax = 에서 극소로 된다.

이리하여 함수 f 가 미분가능할 때 다음과 같은 조건에 의하여 함수 f 의 극대, 극

소를 판정할수 있다.

이 판정조건으로부터 다음 사실이 곧 나온다.

y 

x O

극소

극대

극대

극소극소점

극소점극대점극대점극소점

극
소
값

극

대

값

그림 2-31

극대극소판정조건 
점 a를 포함하는 충분히 작은 구간에서

1)
ax
ax

>
<

에서
0)(
0)(

<′
>′

xf
xf ｝이면 점 ax = 는 f 의 극대점

2)
ax
ax

>
<

에서
0)(
0)(

>′
<′

xf
xf ｝이면 점 ax = 는 f 의 극소점

f ′가 련속일 때 f 가 점 ax = 에서 극값을 가지면 0)( =′ af 이다.
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이것은 극값을 가지는 점에서 그라프에 그은 접선이 x 축에 평행이라는것을 보여

준다. 그런데 점 ))(,(M afa 에서 x 축에 평행인 접선을 가지는 그라프는 그림 2-32

에서 보는바와 같이 여러 경우가 있다.

그림에서 ㄷ), ㄹ)은 )(af ′ 0= 인 점 ax = 에서 f 가 반드시 극값을 가지는것은

아니라는것을 보여준다.

이로부터 미분가능한 함수 f 의 극값점은 0)( =′ xf 에 맞는 점가운데 있다는것을

알수 있다.

0)( =′ xf 에 맞는 점을 함수 f 의 정류점 (머물점)이라고 부른다.

이리하여 함수 f 의 극값점을 구하자면 먼저 방정식 0)( =′ xf 을 풀어 정류점

을 찾고 정류점의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 )(xf ′ 의 부호를 살펴 극대, 극소를

판정한다.

정류점

( 0)( =′ af ) LLa 판 정

)(xf ′

±±
+−
−+

0
0
0 극대점

극소점

극값점이 아니다.

y 

x O

( ) 0=′ af

a 

M

-+

ㄱ)

y 

x O

( ) 0=′ af

a 

M

-

-

ㄷ)

y 

x O

( ) 0=′ af

a 

M
+

+

ㄹ)

그림 2-32

y 

x O

( ) 0=′ afM
- +

ㄴ)

a
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함수 61232)( 23 +−−= xxxxf 의 극값을 구하여라.

(풀이) 함수의 뜻구역은 ),( ∞+−∞ 이다.

도함수를 구하면

)2)(1(61266)( 2 −+=−−=′ xxxxxf
0)( =′ xf 을 풀어 정류점을 구하면

2,1 21 =−= xx

정류점 11 −=x 의 왼쪽가까이 1−<x 에서

0)( >′ xf 이고 오른쪽가까이 1−>x 에서

0)( <′ xf 이므로 점 11 −=x 은 f 의 극대점이

며 극대값은 13)1( =−f , 점 22 =x 의 왼쪽가

까이 2<x 에서 0)( <′ xf 이고 오른쪽가까이

2>x 에서 0)( >′ xf 이므로 점 22 =x 는 f의

극소점이며 극소값은 14)2( −=f

우에서 본 결과를 표로 만들어보면 다음과 같다.

이 표를 보고 함수의 대략적인 그라프를 그리면 그림 2-33 과 같다.

함수 xxf =)( 은 점 0=x 에서 미분가능하지 않지만 분명히 점 0=x 은 이

함수의 극소점이다.

이와 같이 함수가 미분가능하지 않는 점에서도 극값을 가질수 있다.

이 경우에도 우에서와 마찬가지로 미분가능하지 않는 점의 왼쪽과 오른쪽가까이

에서 도함수 f ′의 부호변화를 살펴 극대, 극소를 판정한다.

함수 3 2)1()( −= xxxf 의 극값을 구하여라.

(풀이) 함수의 뜻구역은 ),( ∞+−∞ 이다. 도함수를 구하면

333
3 2

13
35

13
2)1(3

13
2)1()(

−
−

=
−
+−

=
−

+−=′
x

x
x

xx
x
xxxf

정류점은
5
3

1 =x 이고 점 12 =x 에서 함수 f 는 미분가능하지 않다.

정류점
5
3

1 =x 의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 f ′의 부호를 살피면

x ∞− … -1 2 … ∞+

)(xf ′ + 0 - 0 +

)(xf ↗
증가

13

극대
↘
감소

-14

극소
↗
증가

그림 2-33

13

6

2

-14

O
-1

x 

y 

례 1

례 2
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5
3

<x 에서 0)( >′ xf

5
3

>x 에서 0)( <′ xf

이므로 점
5
3

1 =x 은 f 의 극대점이며 극대값은

3
25
4

5
3

5
3

=





f

미분가능하지 않는 점 12 =x 의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 f ′의 부호를

살피면

1<x 에서 0)( <′ xf
1>x 에서 0)( >′ xf

이므로 점 1=x 은 f 의 극소점이며 극소값은 0)1( =f

우에서 본 결과를 표로 만들어보면 다음과 같다.

이 표를 보고 함수의 대략적인 그라프를 그리면 그림 2-34 와 같다.

이 함수의 그라프를 그릴 때 ±∞=′ )1(f 이므로 점 1=x 에서 y 축에 평행인 접선

을 가지도록 그려야 한다.

x
∞−

… 5
3

… 1 …
∞+

f ′ + 0 -
없다

( )∞ +

f ↗
증가

3
25
4

5
3

극대

↘
감소

0
극소

↗
증가

y 

x o 

5

3

( ) ( )3 21−= xxxf

그림 2-34

1
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문 제 

 
1. 다음 함수의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

4
816156

124132

2
23

22

+
=++−=

++−=+−=

x
xyxxxy

xxyxxy

4)3)

2)1)

2. 다음 함수의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

2

2
2

23
2

)1(
)1()()(

2)()1()(

+
−

=−=

−=+=

x
xxfxxxg

xxxfxxf

4)3)

2)1)

3. 최대값과  최소값 

최대값과 최소값이라고 하면 함수가 주어진 뜻구역전체에 걸쳐서 가장 큰 값과

가장 작은 값을 의미한다.

함수 f 가 닫긴구간 [ ]ba, 에서 련속이면 이 함수는 이 구간에서 최대값과 최소

값을 가진다는것이 알려져있다.

이 경우에는 ( )ba, 에서의 모든 극대값, 극소값들과 두 끝점에서의 함수값

)(),( bfaf 들가운데서 가장 큰 값이 최대값이고 가장 작은 값이 최소값이다.

특히 함수 f 가 [ ]ba, 에서 증가함수(감소함수)이면 왼쪽 끝점에서의 함수값

)(af 가 최소값(최대값)이 되고 오른쪽 끝점에서의 함수값 )(bf 가 최대값(최소값)

이 된다.

함수 f 가 열린구간 ( )ba, 에서 주어졌다면 이 구간에서 최대값과 최소값을 가진

다고 일반적으로 말할수 없다.

함수 32
3

)( 2
3

+−= xxxf 의 구간 [ ]2,1− 에서 최대값과 최소값을 구하여라.

(풀이) 먼저 )2,1(− 에서 극대값과 극소값을 구하자.

)4(4)( 2 −=−=′ xxxxxf

이므로 정류점은 4,0 21 == xx 이다.

그런데 42 =x 는 구간 )2,1(− 밖의 점이므로 버린다.

01 <<− x 에서 0)( >′ xf
20 << x 에서 0)( <′ xf

이므로 0=x 은 f 의 극대점이고 극대값은 3)0( =f
)2,1(− 에서 f 의 극소점은 없다. 두 끝점 -1과 2에서의 함수값을 구

하면

례 1
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3
231)2(

3
1)(1)( 2

3

=+−−
−

=−f ,
3
12322

3
2)2( 2

3

−=+⋅−=f

이리하여 구간 [ ]2,1− 에서 주어진 함수 f 의

최대값 3)0( =f , 최소값
3
12)2( −=f

두 변의 길이가 각각 45㎝, 24㎝인

직4각형모양의 철판이 있다. 네 귀

에서 같은 크기의 바른4각형을 잘

라내여 뚜껑이 없는 함을 만들려고

한다. 네 귀에서 얼마만한 크기를

잘라내면 그 체적이 가장 크게 되

겠는가?

(풀이) 네 귀에서 잘라내는 바른4각형

의 한변의 길이를 x ㎝라고 하면

함의 체적 V는 다음과 같이 표시된다.

)120()224)(245()(V <<−−== xxxxxf
이리하여 문제는 구간 )12,0( 에서 이 함수의 최대값을 구하는 문제로 된다.

)18)(5(12)9023(12
)224)(245()2)(245()224(2)(

2 −−=+−=

−−+−−+−−=′

xxxx
xxxxxxxf

따라서 정류점은

18,5 21 == xx (그런데 18은 (0,12)밖의 점이므로 버린다.)

51 =x 의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 도함수 f ′의 부호를 살피면

5<x 에서 0)( >′ xf
5>x 에서 0)( <′ xf

이므로 51 =x 는 구간 (0, 12)에서 함수 f 의 유일한 극대점이며 극대값

은 2450)5( =f
이리하여 한 변의 길이가 5㎝인 바른4각형을 네 귀에서 잘라내여 함을

만들면 된다. 이때 함의 체적은

V=2450cm3

문 제 

 

1. 열린구간에서 최대값이나 최소값을 안 가지는 함수의 실례를 들어보아라.

2. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라.

45 ㎝

24 ㎝

x 

x 

x 

x 

x 

x

x
x

x

그림 2-35

례 2
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[ ] [ ]

[ ] ( )∞+∞−
+

=+−=

−+−=−−−=

,,
1

1)(4,0,1292)(

2,2,32)(0,2,21)(

2
23

242

x
xfxxxxf

xxxfxxxf

4)3)

2)1)

3. 직경이 d 인 원목에서 가장 큰 자름면을 가지는 직 4 각형보를 잘라내려고 한다.

자름면의 치수를 어떻게 잡으면 되겠는가?

4. 백철판으로 체적이 V인 통졸임통을 만들려고 한다. 통졸임통의 밑면의 반경과

높이와의 비를 어떻게 잡으면 백철판을 가장 많이 절약할수 있겠는가?

4. 미분과  함수값의  근사계산 

 

1) 미 분 

함수 )(xfy = 에서 독립변수의 증분 x∆ 에 대응하는 함수의 증분

)()( xfxxfy −∆+=∆
를 직접 계산하자면 함수 f 가 1차함수와 같이 간단하면 몰라도 조금만 복잡하여도

매우 품이 많이 든다.

이제 독립변수의 증분 x∆ 에 대응하는 함수의 증분 y∆ 의 근사값을 구하는 문제

를 생각해보자.

함수 ( )xfy = 가 미분가능한 함수이면

( ) ( )xf
x

xfxxf
x
y

xx
′=

∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆

)(l
00

imlim

으로부터 x∆ 가 충분히 작으면

( ) ( ) ( )xf
x

xfxxf
x
y ′≈

∆
−∆+

=
∆
∆

이로부터

xxfxfxxfy ∆′≈−∆+=∆ )()()(
와 같이 근사적으로 표시할수 있다.

이 근사식의 오른변의 식

( ) xxf ∆′

를 함수 f 의 미분이라고 부르고 dy 로 표시한다. 즉

이리하여 우의 근사식은 다음과 같이 쓸수 있다.

xxfdx ∆′= )(

( ) xxfdyy ∆′=≈∆
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도함수의 그라프적의미로부터

( ) αtan=′ xf

라는것을 고려하면 그림 2-36 에서

볼수 있는바와 같이

( ) dyxxf
y

=∆′==
∆=

MPtanPT
PN

α

이리하여 접점 M가까이에서 곡선을 접선으로 바꾸어 생각하였을 때 미분 dy는

독립변수의 증분 x∆ 에 대응하는 접선의 세로자리표의 증분 PT와 같다.

이로부터 근사식 dyy ≈∆ 는 함수의 증분을 접선을 표시하는 함수의 증분으로 바꾸어놓

았다는것을 보여준다. 

독립변수 x 의 미분은 그 증분 x∆ 로 정의한다. 즉

xdx ∆=
이 표시를 쓰면

( )dxxfdy ′=
이로부터

( )
dx
dyxf =′

즉 도함수는 함수의 미분과 독립변수의 미분의 상과 같다.

1) ( ) ( ) xxxxxd ∆=∆
′

= 233 3 또는 ( ) dxxxd 23 3=

2) ( ) ( ) ( ) xxxxxxxd ∆+=∆′+=+ cos5sin5sin5
또는 dxxxxd )cos5()sin5( +=+

반경이 4R = ㎝인 쇠로 된 구가 열을 받아 그 반경이 0.001㎝ 늘어났

다. 이때 늘어난 구의 체적의 근사값을 구하여라.

(풀이) 구의 체적을 V로 표시하면

3R
3
4V π=

늘어난 체적을 △V라고 하면

RR4RR
3
4VV 23 ∆=∆

′






=≈∆ ππd

그런데 4R = ㎝, △R=0.001 ㎝이므로

201.0064.0001.044V 2 ≈=⋅≈∆ ππ (cm3)

y 

x x x+△x 
α 

α 
dy 

M

N

P

O

T

f(x) 

f(x+△x) 
y=f(x) 

그림 2-36

△y 

례 1

례 2
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문 제 

 
1. 다음 함수의 미분을 구하여라.

( )xxeybaxy
xxyxxy
xm sincos)(

)1(123 22

+=+=

+=+=+=

4)3)

2)1)

2. 다음 함수의 증분의 근사값을 구하여라.

001.0,1,232
01.0,2,2

2

3

−=∆=+−=

=∆==

xxxxy
xxxy

2)

1)

3. 반경이 20㎝인 원판이 열을 받아 그 반경이 20.01㎝로 되였다. 늘어난 원판의

면적의 근사값을 구하여라.

2) 함수값의  근사계산 

 
근사식

( ) xxfdyy ∆′=≈∆
에서 ( ) ( )xfxxfy −∆+=∆ 이므로 함수값에 대한 다음 근사식을 얻는다.

이 근사식을 써서 흔히 쓰는 몇개의 근사공식을 이끌어낼수 있다.

① )R()( ∈= ααxxf 이면

( ) ( ) xxxxfxxxxf ∆=∆′∆+=∆+ −1)(, αα α

이므로

특히 1=x 이면

( ) ( ) xxfxfxxf ∆′+≈∆+ )(
특히 0=x 이면

( ) ( ) ( ) xffxf ∆′+≈∆ 00

( ) xxxxx ∆+≈∆+ −1ααα α

xxx ∆+≈∆+ αα 1)(
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이 근사식에서
2
1,

2
1,3,2 −=α 이면

( )
( )

xx

xx

xx

∆+≈∆+

∆+≈∆+

∆+≈∆+

2
111

311

211
3

2

x
x

∆−≈
∆+ 2

11
1

1

1) ( ) 04102.02102.0102.1 22 .=⋅+≈+=

986.2
3
2

3
113

3
2132325

982.0036.0
2
11036.01964.0

3
3

3
3 33 ≈






 ⋅−≈−⋅=−=

=−≈−=

3)

2)

② ( ) xxf sin= 이면

( ) ( ) ( ) xxxxfxxxxf ∆⋅=∆′∆+=∆+ cos,sin
이므로

특히 0=x 이면

1sin o의 근사값을 구하여라.

(풀이) 먼저 1o를 라디안수로 고치면

1°
180
π

=

이것은 충분히 작은 수이다.

그러므로

sin1° 01750
180180

sin .≈≈=
ππ

( ) xxxxx ∆⋅+≈∆+ cossinsin

xx ∆≈∆sin

례 3

례 4
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문 제 

1. 다음 수의 근사값을 구하여라.

1) 3005.1 2) 1.4 3)
4 15

1

2. 다음 수의 근사값을 구하여라.

1) ′10sin 2) °29sin

 

1. 다음 함수의 증가구간과 감소구간을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

xxy
xx

y
x

xy

xxxyxxyxxy

−=
−

=+=

+−+=+−=−+=

2

2332

sin
)1(

11
215611252

6)5)4)

3)2)1)

2. 다음 함수의 증가구간과 감소구간을 구하여라.

( ) ( )

1
ln

10
1

321
ln
2

2

2
2

23

−
=−=

+−==

x
xyxxy

xxy
x
xy

4)3)

2)1)

3. 다음 함수는 수축전체에서 증가 또는 감소한다는것을 밝혀라.

xxyxxxy
3

sin13 23 π
+=−+−= 2)1)

4. 다음 함수의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

xxy
x
xy

xxyxxy
xxxyxxy

22
2

2

23

232

cossin     
1
1 

)1( sin2 
2632      13 

−=
+
−

=

−=+=

−++=+−=

6)5)

4)3)

2)1)

5. 다음 함수의 극값을 구하여라.

( )
( )

6116     2        

)1()3(          
2

     1 

23

3
2

2
2

3 2
2

−+−=−==

−+=
−

=−=

xxxyxxyxy

xxy
x

xyxxy

6)5)4)

3)2)1)

6. 함수
1

2
2

2

+
++

=
x

bxaxy 는 점 1=x 에서 극대값 5를 가진다. 이때 ba, 의 값과 함

수의 극소값을 구하여라.

련 습 문 제



129

7. 함수 ( )
32

2
−

+=
x
axxf 의 극대값이 0이 되도록 a의 값을 구하여라.

8. 함수 ( ) 9662 23 ++−= cxbxaxxf 가 1−=x 에서 극대값을 잡고 3=x 에서 극소값

을 잡으며 극대값과 극소값의 차는 8이다. cba ,, 의 값을 구하여라.

9. 다음 함수의 증가구간, 감소구간, 극대, 극소를 따지고 대략적인 그라프를 그

려라.

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 22

234

1
2

3
)1(6

332

x
xxf

x
xxf

xxxfxxxf

+
=

+
−

=

−=+−=

4)3)

2)1)

10. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라.

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]4,10,236361

2,2,8

4,0,

1,0,31292

32

2

23

−−++=

−−−=

+=

−+−=

xxxy

xxy

xxy

xxxy

4)

3)

2)

1)

11. 다음 명제들에서 옳은것을 갈라내여라.

1) 0)( =′ xf 인 점 x의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 함수의 증가, 감소는 서로 바

뀐다.

2) 0)( =′ xf 인 점을 가지지 않는 함수는 늘 증가(감소)한다.

3) 극대값은 극소값보다 작지 않다.

4) 함수의 최소값은 극소값들속에 있다.

5) 주어진 구간에서 꼭 하나의 극대점(극소점)을 가지는 함수는 그 점에서 최

대값(최소값)을 가진다.

6) 뜻을 가지는 점으로서 미분불가능한 점과 정류점이 없으면 극점도 없다.

12. 반경이 R인 반원에 내접하는 직4각형가운데서 면적이 가장 크게 되는것을 구하

여라.

13. yx, 자리표축에 평행인 변을 가지는 직4각형을 타원 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

에 내접시키되

그 면적을 가장 크게 하여라.

14. 반경이 R인 구에 체적이 가장 큰 원기둥을 내접시켜라.

15. 처음속도 0v 으로 땅면에 수직되게 쏘아올린 물체의 운동경로는 2
0 2

1 gttvs −= 이다.

물체가 가장 높이 올라갔을 때의 높이를 구하여라.

16. 가로자름면이 직4각형인 보의 세기는 가로자름면의 너비와 높이의 2제곱에 비

례한다. 직경이 d인 원목으로 세기가 가장 큰 직4각형자름면보를 만들려면 보

의 가로자름면의 값을 어떻게 잡으면 되겠는가?

17. 다음 함수의 미분을 구하여라.

1) 32 )1( xy += 2) xy 4tan=
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x

x

axyxy

xeyxy

−+=





 −=

==

2arcsin
42

tanln

lncosln

6)5)

4)3)

π

18. 다음 함수의 증분과 미분을 구하여라.

1,3 2 =−= xxxy1) 에서 02.0=∆x
2) 1,33 −=−= xxxy 에서 001.0−=∆x

19. 다음 함수값의 근사값을 구하여라.

( ) ( ) )99.1(,23)01.2(,125 32 −+−=+−= fxxxffxxxf 2)1)

20. 다음 수의 근사값을 구하여라.

32
3

09.9
1

024.1
11.21 3)2)1)

21. 다음 수의 근사값을 구하여라.

°′° 46cos130sin 2)1)

22. 다음 근사식을 이끌어내여라.

( ) xexxxx x ∆+≈∆≈∆+∆≈∆ ∆ 11lntan 3)2)1)

23. 흔들이의 주기 T는 공식
g
l

π2T = 로 정해진다. 여기서 l은 흔들이의 길이이

고 g는 중력가속도를 표시한다. l을 0.5% 늘일 때 T는 약 몇% 느는가?

 

 

1. 다음 극한을 구하여라.

1) 







−+

⋅
+∞→ 1

2
23

5
2

2

lim nn
n

n
n

n
2) n

n

n 32
35

lim −
+

∞→

3) ( )15lim +−+
∞→

nn
n

4) ( )nnnn
n

−−+
∞→

22 3lim

2. 반경이 R인 원에 바른4각형을 내접시키고 이 바른4각형에 또 원을 내접시킨다.

이런 과정을 계속할 때 나오는 원들의 면적의 합, 바른4각형들의 면적의 합을

구하여라.

3. 다음 함수의 극한이 있는가?

1)
25

3
2

5
lim −→ x

x
x

2) 20

2coslim
x

x
x→

4. 다음 함수의 극한을 구하여라.

1)
2
1

lim +
−

∞→
n

n

n x
x

2) xn

n
sinlim

∞→
3)

1sin
1sin

lim +
−

∞→ xn
xn

n

5. 다음 함수는 어디서 련속이고 어디서 불련속인가?

복 습 문 제
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1) ( )
24

3
x

xf
−

= 2) ( )






=

≠
−=

3,2

3,
3

2

x

x
xxf

3) ( )




=
≠

=
0,2
0,2

x
xxxf 4) ( )







=

≠
=

0,1

0,sin

x

x
x
x

xf

6. 다음 함수를 미분하여라.

1)
cbxax

ay
++

=
2

2) ( ) 2

1
r

rf =

3) 22 −= xy 4) 862 +−= xxy

7.
( ) ( ) ( ) ( )afafa

ax
xafaxf

a
+′−=

−
−

→
lim
x

임을 증명하여라.

8. 포물선 22xy = 과 곡선 12 23 −+= xxy 의 사귐점에서 곡선 12 23 −+= xxy 에 그

은 접선의 방정식을 구하여라.

9. 점 ( )12 −, 을 지나며 곡선 42 −= xy 에 접하는 직선의 방정식을 구하여라.

10. 점 ( )31 −− , 을 지나 포물선 142 +−= xxy 에 그은 접선의 방정식을 구하여라.

11. 다음 함수를 미분하여라.

( )
2

22
4253 12                )1(          )2(  

ϕ
ϕθ −

=+−=−= 3)2)1) ttsxxy

xexyxyxxy

xx
xyxy

fxxy
x
xy

cos222

22
2

2

2
2

2

sin           )cos1(ln        )sin(sin 

cossin
                   2sin 3tan1

2
tan 

cot)(    2sin)13cos(2            
1
1 

=+==

+
==+








+=

−=−=
+
−

=

12)11)10)

9)8)7)

6)5)4)

ϕθ

ϕϕ

2

arcsin

cot2

3
22

1
arccos                

           
1
1arctan      1arcsin 

1
1arccos                                   

x
xyey

ay
x
xyxy

x
y

ee
eeyexy

x

xarc

xx

xx
x

−
==

=
−
+

=−=









+
=

−
+

== −

−
−

20)19)

18)17)16)

15)14)13)

12. 다음 함수를 미분하여라.

( )

( ) x
x

xx

xy
x
xy

xyxy

sin

1

cos
1

ln

=







+
=

==

4)3)

2)1)
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13. 다음 식들에서 ( )xyy = 이다. y′를 구하여라.

223
2

3
2

3
2

lnarctan yx
x
yayx +==+ 2)1)

14. 어떤 점에서 함수 xy = 의 그라프에 그은 접선이 x축과 45o의 각을 이루는가?

15. 다음 함수의 지적된 계수의 도함수를 구하여라.

?,)1ln(?,1
?,3?)0(,?,53

2
3

32

=′′++==′′′=

=′′′−==′′=′′+−=

yxxyy
x

y

yxyyyxxy

4)3)

2)1)

?,?,)1ln(

?,3cossin?,sin1
)()(

3

===+=

=′′==′′+=
naxn yeyyxy

yxxyyxy

8)7)

6)5)

16. 어떤 물체가 법칙 53
6
1 23 −−−= tts 에 따라 직선운동을 한다. 가속도가 령으로

되는 순간을 정하여라. 이때 속도는 얼마인가?

17. xx eey sincos += 가 다음 관계식에 맞는다는것을 증명하여라.

02 =+′−′′ xyeyy

18. 3xy = 의 2계도함수를 구하여라. )0(y ′′ 이 있는가?

19. 다음 함수의 증가, 감소구간을 구하여라.

1353                     ln 
1

 3060253 

2322

2
35

−++==
+

=−+−=

xxxyxxy
x
xyxxxy

4)3)

2)1)

20. 다음 함수의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

2
          23)1(

1
    3060253 

2
35

xx eeyxxy

x
xyxxxy

−−
=−−=

+
=−+−=

4)3)

2)1)

21. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라.

<≤+= xxxy 0(cossin1) 2 )π
)20(sin2 π<≤−= xxxy2)

22. 함수 cbxaxxy +++= 23 에 대하여 다음것들을 구하여라.

1) x 축에 평행인 접선을 가질 필요충분조건

2) 극대값과 극소값을 가질 필요충분조건

3) 어데서나 증가하는 함수이기 위한 필요충분조건

23. 함수 aaxxxxf +++= 33)( 23 가 극값을 가지기 위한 a의 범위와 )(xf 의 극값을

구하여라.
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24. 함수 13)( 3 −−= xxxf 과 baxxxg ++= 23)( 가 각각 같은 극대값과 극소값을 가

지도록 a, b의 값을 정하여라.

25. 도함수를 써서 푸는 현실문제를 하나 만들고 풀어라.  

오일레르의 과학연구활동

과학의 력사가 기록하고있는 큰 발견이나 발명들은 그 어느것이든지

결코 쉽게 이루어진것이란 없다. 그 갈피마다에 기록되여있는 하나하나

의 공식이나 리론들에는 사람들의 고심어린 탐구와 노력이 깃들어있다.

이것은 한생을 고스란히 과학연구사업에 바친 오일레르(1707년-1783

년)의 경우를 놓고보아도 그렇게 말할수 있다.

오일레르는 자기 생애의 전기간 886건의 론문을 썼는데 그가운데서

근 400건은 그가 맹인이 되여 사망하기 전까지 쓴것이라고 한다. 오일

레르의 론문들은 수학, 력학, 천문학, 기술공학, 철학 등 넓은 범위를

포괄하고있으며 그 가치에 있어서도 매우 의의있고 독창적인것이다.

오늘의 대수학과 미적분학교과서에 들어있는 내용의 절반이상은 오

일레르가 창조한것이다.

그의 저작들가운데서 대표적인 몇가지를 뽑아보면 다음과 같다.

① 《무한소해석개론》 전 2권(1748년)

② 《미분학》 전 3권(1755년)

③ 곡선의 극대, 극소에 관한 연구(1744년)

상 식



134

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

제3장.부정적분

부정적분 

 

치환적분법과 부분적분법 

 

여러가지  함수의 적분 
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1. 부정적분의 의미 
어떤 물체가 운동법칙 )(FS t= 에 따라 직선운동을 할 때 그 순간속도는

v＝
dt
dS

＝F′(t)

였다. 이제 물체의 운동속도 ( )tfv = 를 알고 운동법칙 )(FS t= 를 구하는 문제

를 생각해보자. 이 문제는

dt
dF

＝ ( )tf

에 맞는 )(F t 를 구하는 문제로 된다.

이와 같이 물체의 운동속도를 알고 그 물체가 운동하는 법칙을 알아내는 문제

는 미분법의 거꿀문제 즉 함수 F의 도함수 f 를 알고 F를 구하는 문제로 된다.

( )′2x ＝ x2 이므로 ( ) 2F xx = 은 ( ) xxf 2= 의 원시함수이고

( ) xx 232 =
′

+ 이므로 ( ) 3F 2 += xx 도 ( ) xxf 2= 의 원시함수이다.

′






 +=

′









3.0

3
1,

3
32

3

xxx
=x2 이므로 ( ) ( ) 3.0

3
1F,

3
1F 33 +== xxxx 들

은 다 ( ) 2xxf = 의 원시함수이다.

문 제 

1. 함수 F가 함수 f 의 원시함수로 된다는것을 따져보아라.

１） ( ) xx cos4F −= , ( ) xxf sin= 2) ( ) 5
2
3F 3 2 −= xx , ( )

3
1
x

xf =

3) ( ) ( ) xxfxx 2sin,sinF 2 ==

2. 다음 함수 f 의 원시함수 Ｆ를 구하여라.

1) ( ) xxf = 2) ( ) xxxf += 3 3) ( ) 1=xf 4) ( ) xxf cos=

3. 다음 함수들가운데서 ( ) xxf 2= 의 원시함수를 갈라내여라.

1,1.0,
2
1,2,1, 22222 +−+ xxxxx

함수 F의 도함수가 f일 때 즉

( ) ( )xfx =′F  
일 때 F 를 함수  f의 원시함수라고 부른다. 

제 1 절. 부 정 적 분 

례 1

례 2
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주어진 함수의 원시함수는 하나만이 아니라 무수히 많다.

일반적으로 F 가 f 의 원시함수이면 임의의 상수 c 에 대하여 F(x)+ c 모양의

함수는 f 의 원시함수이다.

이때 f 의 원시함수는 다 ( ) cx +F 모양의 함수로 표시되는가 하는 문제가 나선다.

이제 F가 f 의 한 원시함수이고 G가 f 의 임의의 원시함수라고 하면

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 0FGFG =−=′−′=′− xfxfxxxx
그런데 도함수가 0인 함수는 상수뿐이므로

( ) ( ) cxx =− FG
이로부터

( ) ( ) cxx += FG
이리하여 F가 f 의 원시함수이면 f 의 모든 원시함수는

( ) cx +F ( c는 상수)

모양을 가진다.

1) ( ) cxxdxxx +=⇔=
′

∫ 22 22

2)       c
3
1 

3
1 3223 +=⇔=

′








∫ xdxxxx

자유락하하는 물체의 속도는 공기의 저항을 무시하면 gtv = 이므로 그

물체가 운동하는 법칙 S=F(t)는 gtgt =
′






 2

2
1

이므로

cgtgtdt +== ∫ 2

2
1S

그런데 여기서 c는 임의의 상수이므로 이것은 무수히 많은 법칙을

나타낸다. 이가운데서 하나의 법칙을 정하자면 상수 c를 정하기 위한

례 4

함수 f 의 한 원시함수를 F라고 할 때

( ) cx +F ( c는 임의의 상수)

를 함수 f의 부정적분이라고 부르고 다음과 같이 표시한다.

( )∫ dxxf

여기서 ∫를 적분기호, f 를 피적분함수, x 를 적분변수, c 를

적분상수라고 부른다

( ) ( ) cxdxxff +=⇔=′ ∫ FF

례 3
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조건을 주어야 한다. 례를 들어 물체가 떨어지는 거리 S와 시간 t 를
물체가 떨어지기 시작하는 순간부터 잰다고 하면 t=0일 때 S=0 즉

S(0)=0
이므로

( ) 00
2
10S 2 =+⋅= cg

이로부터 c=0
이리하여 이 경우에 물체의 운동은

2

2
1S gt=

이라는 법칙으로 정해진다.

 

문 제  

 

1. 다음 함수의 원시함수를 구하여라.

1) 0 2) x5 3) 3x− 4) xe
2. 다음 부정적분을 구하여라.

1) ∫ dx 2) ∫ dxe x 3) ∫ xdxsin 4) ∫ x
dx

2cos

여기서 ∫ dx는 ∫ dx1 를, ∫ x
dx

2cos
는 ∫ dx

x2cos
1

를 표시한다.

3. 어떤 점의 속도가 법칙 v=9.8t-0.003t2에 따라 변한다. t=0과 t=5사이에 점이 움

직인 거리를 구하여라. t =5일 때 이 점의 가속도를 구하여라.

4. 함수 )(xf 에 대해 0)1()1(,034)( =−+=−+′ ffxxf 이 성립할 때 )(xf 를 구하

여라.

 

2. 적분법 

함수의 부정적분을 구하는것을 그 함수를 적분한다고 말하며 부정적분을 구하는

산법을 적분법이라고 부른다.

함수 ( )xf 를 적분한다는것은 그 뜻으로 보아 미분하여 ( )xf 가 되는 함수

( )xF 를 구하는것이다.

이리하여 도함수공식으로부터

( )

( )

( ) cedxeee

cx
x

dx
x

x

cxdxxxx

xxxx +=⇔=
′

+=⇔=′

+
+

=⇔−≠=
′









+

∫

∫

∫
++

ln1ln

1
1

1

11

α
α

α

α
αα

α
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( )

( )

( )

( )

( )

( ) cx
x

dx
x

x

cx
x

dx
x

x

cx
x

dx
x

x

cx
x

dx
x

x

cxxdxxx

cxxdxxx

c
a

adxaa
a

a x
xx

x

+=
+

⇔
+

=′

+=
−

⇔
−

=′

+−=⇔−=′

+=⇔=′

+−=⇔−=′

+=⇔=′

+=⇔=
′










∫

∫

∫

∫

∫
∫

∫

arctan
11

1arctan

arcsin
11

1arcsin

cot
sinsin

1cot

tan
coscos

1tan

cossinsincos

sincoscossin

lnln

22

22

22

22

부정적분의 정의와 미분법의 규칙으로부터 다음과 같은 부정적분의 기본성질

((1), (2))과 적분계산규칙((3),(4))을 얻을수 있다.

(증명) (1),(2)는 부정적분의 정의로부터 곧 나온다.

기본적분공식 

(1) ( )1
1

1

−≠+
+

=
+

∫ α
α

α
α cxdxx (2) cx

x
dx

+=∫ ln

(3) cedxe xx +=∫ (4) c
a

adxa
x

x +=∫ ln
(5) cxxdx +=∫ sincos (6) cxxdx +−=∫ cossin

(7) cx
x

dx
+=∫ tan

cos2 (8) ∫ +−= cx
x

dx cot
sin 2

(9) ∫ +=
−

cx
x

dx arcsin
1 2

(10) cx
x

dx
+=

+∫
arctan

1 2  

(1) ( )∫ =′ xfdxxf ))((

(2) ( ) ( )∫ +=′ cxfdxxf

(3) ( ) ( )∫∫ = dxxfkdxxkf ( k는 상수)

(4) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf ][
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(3), (4)는 ( ) ( ) ( ) ( )xfxcxdxxf =′⇔+=∫ FF 라는 관계를 쓰면 다음과

같이 곧 증명된다.

(3) ( )( ) ( )( ) ( )xkfdxxfkdxxfk =
′

=
′

∫∫ 이므로

( ) ( )∫∫ = dxxfkdxxkf 이다.

(4) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfdxxgdxxfdxxgdxxf ±=
′

±
′

=′± ∫∫∫∫
이므로 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf ][

간단한 함수들은 기본적분공식과 적분계산규칙을 써서 직접 적분할수 있다.

(1) ( ) ∫∫∫∫∫ +=+=+ xdxxdxxdxxdxxdxx cos2cos2cos2

)(sinsin
11

2 21
2

21

11

ccccxxcxcx
+=++=+++

+
=

+

( )
( ) 321

3

22

53
3
1

5353)2(

cxcecx

dxdxedxxdxex

x

xx

+++−+=

+−=+− ∫∫∫∫

 ( )321
3 53

3
1 cccccxex x +−=++−=

적분을 여러번 할 때 적분상수는 매번 쓰지 않고 마감적분을 한 다음 하나만 쓰

면 된다.

1) ( ) cxxdxxdxxdxxx +
+

+
+

=+=+
++

∫∫∫
1

2
115

1
2
1

15
55 cxx

++= 3
6

3
2

6

2) ∫∫∫∫∫ −++=







++=

++ dxx
x

dxdxdx
xx

x
x
xdx

x
xx 2

222

2

2

2

232323

c
x

xxcxxx +−+=+
+−

⋅++=
+− 2n13

12
2n13

12

1) =
−

−=





 − ∫∫∫ dxxdxdxx xx

2
cos152

2
sin52 2  +− x

x

2
5

2n1
2 cx +sin

2
5

2) ∫∫∫∫∫ +
−=








+
−=

+
−+

=
+ 222

2

2

2

11
11

1
11

1 x
dxdxdx

x
dx

x
xdx

x
x

cxx +−= arctan

어떤 곡선의 점 ( )yx, 에서 이 곡선에 그은 접선의 방향곁수가 xk −= 1

이다. 곡선이 점 (1, -5)를 지난다는것을 알고 그 방정식을 구하여라.

례 2

례 4

례 3

례 1
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(풀이) 구하려는 곡선의 방정식을 ( )xfy = 라고 하자. 도함수의 기하학적의미에 의하여

xy −=′ 1
두 변을 적분하면

( )∫∫ −=′ dxxdxy 1

cxxy +−=
2

2

그런데 곡선은 점 (1, -5)를 지나므로

2
11,

2
115

2

−=+−=− cc

따라서 구하려는 곡선은 다음과 같은 포물선이다.

2
11

2

2

−−=
xxy

문 제  

 
1．다음 부정적분을 구하여라. 

1) ( )∫ − dxxx 612 5 2) ∫ 







−−− dx

xx
xx

2

2 15
23

3) ∫
++ dx

x
xx 22 2

4) ∫
+−

x
xx 12

dx

2. 다음 부정적분을 구하여라.

1) ( )∫ − dxxx sin53 2) ∫ 





 + dxx

2
cos1 2 3) ( )∫ + xdxx cos1tan2

4) ∫ 





 − dxx

x
sin41

2 5) ( )∫ +− dxxx 123 6) ∫ +
+ dx

x
x

2

2

1
2

 

1．다음 같기식에 맞는 함수 ( )xf 를 구하여라.

1) ( ) 32xxf =′ 2) ( ) ( )231 xxf −=′ 3) ( )∫ +−= cxxdxxf 23 5

2．다음 부정적분을 구하여라.

1) ∫ dxx35 2) ( )∫ − dxx5 3) ( ) dxxx∫ − 21

4) ( )( )∫ 1+− θθθ d2 5) ( )∫ ++ dxcbxax 2 6) ( )∫ − dxx 32

7) ∫ 2r
dr

8) ∫ 





 − dt

tt 22 cos
2

sin
3

련 습 문 제
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3．다음 부정적분을 구하여라.

1) ∫ 







− dxx

xx
211

2) ∫ 







− dx

x
xx

3
3) ∫

− dx
x

x
3 2

1

4) ∫
− du

u
u 13 2

5) ∫
− dv

v
vv 3

6) ∫ xx
dx

22 cossin

7) ∫ 





 + dxxx 2

2
cos

2
sin 8) ( )∫ − dxx x1010 9) ( )∫ − ϕϕϕ dea 32

10) ∫ 









+ dxx x

x

3
2

11) ∫ +
− dx
x

x
2

2

1
3

12) ∫ xdx2tan

4．함수 ( ) 2xxxf −= 의 원시함수가운데서 다음 조건에 맞는것을 구하여라.

1) x=0 일 때 그 값이 0이다.

2) x=1 일 때 그 값이 -1 이다.

5．다음 조건에 맞는 함수 ( )xf 를 구하여라.

1) ( ) ( ) 10,1 =−=′ fxxf 2) ( ) ( )( ) ( ) 31,212 =−−=′ fxxxf

3) ( ) 2
2

,cossin =





+=′ πfxxxf

6. tatv += R 의 속도로 어떤 점이 움직인다. t=0과 t=4사이에 점이 움직인

거리를 구하여라. t=4일 때 이 점의 가속도를 구하여라.

7．직선운동을 하는 물체의 가속도가 5.08.06.0 2 ++= tta 이다. 운동을 시작하여

1초 지나서 속도는 m/s1.2=v , 지나온 거리는 S=1.933m였다. 2초 지난 순간의

속도와 첫 2초동안에 지나간 거리를 구하여라.

8. 어떤 곡선의 점 M(x, y)에서 그은 접선의 방향곁수가 k=2x+3이다. 곡선이 점

(0, 1)을 지난다는것을 알고 그 방정식을 구하여라.

1. 치환적분법 

기본적분공식을 써서 직접 적분할수 없거나 적분하기 힘든 부정적분에서 적분변

수를 다른것으로 적당히 바꾸면 쉽게 적분될 때가 있다.

부정적분 ( )∫ dxxf 에서 적분변수 x를 다음과 같이 바꾸자.

x=ϕ (t)
이때 합성함수의 미분법규칙에 의해

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )ttftxf

dt
dx

dx

dxxfd

dt

dxxfd
ϕϕϕ ′=′⋅=⋅= ∫∫

이므로 다음 적분공식을 얻는다.

제 2 절. 치환적분법과 부분적분법
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이 공식에 의한 적분방법을 치환적분법이라고 부른다

치환적분공식은 형식상 x자리에 ϕ (t)를 넣고 dx자리에는 미분 ( )dttdx ϕ′= 를 넣

어 적분 ( )[ ] ( )∫ ′ dtttf ϕϕ 로 계산하게 되여있다.

이것은 부정적분의 표시 ( )∫ dxxf 에서 기호 dx 는 형식상 x의 미분을 표시한다는

것을 보여준다.

( )∫ + dxx 312 를 구하여라.

(풀이) 2x+1=t 즉 x=
2

1−t
로 바꾸면

(2x+1)³=t³,
2
1

=
dt
dx

이므로 치환적분공식에 의하여

( ) ( ) cxctdttdxx ++=+⋅=⋅=+ ∫∫ 4
4

33 12
8
1

42
1

2
112

∫
+

dx
x

x

53

2

를 구하여라.

(풀이) tx =+ 53 즉 23 5 tx =+ 으로 바꾸자. 이 경우에 x 를 t에 관해서 표시

하자면 한 공정 더 계산해야 한다. 그런데 치환적분공식에서 기호 dx 가
형식상 x의 미분과 같다는것을 고려하면

tdtdxx 23 2 = , dt
x
tdx 23

2
= 이므로

cxdtdt
x
t

t
xdx

x

x
++==⋅⋅=

+
∫∫∫ 5

3
2

3
2

3
2

5
3

2

2

3

2

문 제 

1. 다음 적분을 구하여라.

1) ( )∫ − dxx 521 2) ∫ +
dt

t4
1

3)
( )

du
u 31

2
+

2. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ +12x dx 2) ∫ −
dx

x3 15
1

3) θθ∫ d5sin 4) ∫ ϕϕde3

3. 다음 적분을 구하여라.

( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ ′= dtttfdxxf ϕϕ

례 1

례 2
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1) ∫ −
dx

x 21
1

2) ∫ − dxx3 23 3) ( )∫ − θθ d23sin

다음 공식이 성립한다는것을 증명하여라.(4-5)

4. cbax
a

dxbaxf ++=+′∫ )(51)(

5. cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ )(n1
)(
)(

∫ + 22 xa
dx

를 구하여라.

(풀이) ∫∫






+

=
+ 2222

1

1

a
x

dx
axa

dx

t
a
x
= 즉 atx = 로 바꾸면

adtdx = 이므로

∫∫∫ +
=

+
=

+ 22222 1
1

1
1

t
dt

a
dt

t
a

axa
dx

= c
a
x

a
ct

a
+=+ arctan1arctan1

∫
+ ax

dx
2

를 구하여라.

(풀이) 뿌리기호를 없애기 위하여 다음과 같이 특수한 치환을 한다.

axxtxtax ++=−=+ 22 ,

이때
t

atxxtxtax
2

,2
2

222 −
=+−=+

dt
t

atdx

t
at

t
attax

2

2

22
2

2
1

22
+

⋅=

+
=

−
−=+

따라서

caxxct
t
dtdt

t
at

at
t

ax

dx
+++=+==

+
⋅⋅

+
=

+
∫∫∫ 2

2

2

22
n1n1

2
12

∫ − dxx 21 를 구하여라.

(풀이) 이 경우에는 뿌리기호를 벗기는 방향에서 변수를 tx sin= 로 바꾸면

1-x2=1-sin2t=cos2t, dx=cost dt 이므로

∫∫∫ =⋅−=− tdttdttdxx 222 coscossin11

례 3

례 4

례 5
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( )tt 2cos1
2
1cos2 += 이므로

( ) cttdttdxx +





 +=+=− ∫∫ 2

2sin
2
12cos1

2
11 2

그런데 xt arcsin=
22 12sin1sin2cossin22sin xxttttt −=−== 이므로

cxxxdxx +−+=−∫ 22 1
2
1arcsin

2
11

∫ xdxx sincos2 를 계산하여라.

(풀이) tx =cos 로 바꾸면

dt
x

dxdtxdx
sin

1,sin −==−

따라서

cxctdttdt
x

xtxdxx +−=+−=−=





−⋅= ∫∫∫ 3

3
222 cos

3
1

3sin
1sinsincos

문 제 

 

1. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫
− 25 x
dx

2) ∫
− 232 x

dx
3) ∫ + 222 x

dx

4) ∫
− 6

2

1 x
x

dx   5) ∫ ++ 12 xx
dx

6) ∫ +− 123 2 xx
dx

2. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫
− 2x

x

e

e
dx   2) ∫ − dxx 24 3) ∫

−
dx

x
x 42

4) dxxa∫ − 22 5) ∫
+ 23 2x

dx
6) ∫

+ bax
dx

2

3. 다음 적분을 구하여라.

1) ( )∫ = txxdxx sincossin 2 2) ( )∫ = txxdx costan

3) ( )txxdx =∫ sincot 4) ( )txxdxx =∫ sincossin 6

5) ( )txxdxx =∫ sincossin 32 6) ( )txxdxx =∫ cossin2cos 33

례 6
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2. 부분적분법 

함수 )(),( xvvxuu == 가 미분가능하다고 하자. 이때

( ) vuvuuv ′+′=′

두 변을 적분하면

∫∫ ′+′=+ vdxudxvucuv
이로부터

cvdxuuvdxvu +′−=′ ∫∫
상수 c를 적분 ∫ ′vdxu 에 포함시켰다고 보면 다음 공식을 얻는다.

이 공식에 의한 적분방법을 부분적분법이라고 부른다.

부분적분공식은 적분 ∫ ′dxvu 의 계산을 적분 ∫ ′vdxu 의 계산으로 넘긴다.

그러므로 이 두번째 적분이 첫째 적분보다 쉽게 계산할수 있는 경우에 널리 쓰인다.

∫ xdxx cos 를 구하여라.

(풀이) xvxu cos, =′= 로 보면

xvu sin,1 ==′ 이므로

∫ ∫ ⋅−= xdxxxxdxx sin1sincos

따라서

cxxxxdxx ++=∫ cossincos

∫ xdxx arctan 를 구하여라.

(풀이) xvxu =′= ,arctan

2
1,

1
1 2

2
+

=
+

=′
xv

x
u 이므로

cxxxdxx
x

xxxdxx +−
+

=
+

⋅
+

−
+

= ∫∫ 2
arctan

2
1

2
1

1
1arctan

2
1arctan

22

2

2

∫ − dxex x22 를 구하여라.

(풀이) xevxu 22 , −=′= 로 보면

례 1

례 2

례 3

∫∫ ′−=′ vdxuuvdxvu

u uv /  v u/ v



146

xevxu 2

2
1,2 −−==′ 이므로

∫∫ −−− +−= dxxeexdxex xxx 22222

2
1

두번째 적분에서 xevxu 2, −=′= 로 보고 다시 부분적분을 하면

cxxe

cexeex

dxexeexdxex

x

xxx

xxxx

+





 ++−=

+−−−=

+−−=

−

−−−

−−−− ∫∫

2
1

2
1

4
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

22

2222

222222

 

문 제 

 
1. 다음 부정적분을 구하여라.

1） ∫ xdxx sin 2） ∫ dxxex 3） ∫ xdxx 2cos 4） ∫ nxdxx1

2. 다음 적분을 구하여라.

1） ∫ nxdx1 2） ∫ xdxarctan 3） ∫ dx
x

x
2

ln

4） ∫ xdxx cos2 5） ∫ xdxx 2sin2 6） ∫ dxex x32

 

 

1. 다음 적분을 구하여라.

1) ( )∫ + dxbax m
2) ( )∫ + dxbaxcos 3) ∫ −3 32 x

dx
4) ∫ − x

dx
43

5) ∫ x
dx

5cos2 6) ( )∫ − x
dx
1sin 2 7) ∫ +− dxe x 32 8) ∫

−
dt

t

t
21

2. 치환적분법으로 다음 적분을 구하여라.

1)
( )∫ + 21x

dx
2) ∫ +

dx
x

x
sin1

cos
3) ∫ xdxx cossin 3 4) ∫ xdxx sincos5

5) ∫ dxxex2

6) ∫ dx
x
xn1

7) ∫ xdxx 3sin3cos5 8) ∫ xx
dx

2n1

9) ∫ +
dx

x
x

cos2
sin

10) ∫ xdxx 25 sincos 11) ∫ xdxx 3cos3sin 23

3．다음 공식이 성립한다는것을 증명하여라.

련 습 문 제
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( )
( )

( ) cxfdx
xf
xf

+=
′

∫ 2

4．3 번의 공식을 써서 다음 적분을 구하여라.

1) ∫
+

dx
x

x
21

2) ∫ dx
x
x

sin
cos

5．부분적분법으로 다음 적분을 구하여라.

1) ( )∫ − dxxx 15sin 2) ∫ xdxx cotarc 3) ( )∫ − dxxx 1n1 2

4) ∫ xdxx 2n1 5) ( )∫ + dxx1n1 6) ( ) ( )∫ ++ dxxxx 1n12

6．부분적분법으로 다음 적분을 구하여라．

1) ∫ xdxx n12 2) ∫ xdxx sin3

3 ∫ xdxe x sin 4) ∫ xdxe x cos

 

1. 분수식의 적분 

( )( )∫ −+
+ dx
xx

x
21

12
를 구하여라.

(풀이) 피적분함수를

( )( ) 2
B

1
A

21
12

−
+

+
=

−+
+

xxxx
x

와 같이 변형한다.

A, B 를 정하기 위하여 오른변을 통분하고 두 변의 분자를 비교하면

2x+1=A(x-2)+B(x+1)

이것은 늘같기식이므로

x=-1 일 때 ( )
3
1A,A3112 =−=+−

x=2 일 때
3
5B3B,122 ==+⋅

따라서 ( )( ) 







−
+

+
=

−+
+

2
5

1
1

3
1

21
12

xxxx
x

이므로

( )( ) cxx
x
dx

x
dxdx

xx
x

+−++=
−

+
+

=
−+

+
∫ ∫∫ 2n1

3
51n1

3
1

23
5

13
1

21
12

제 3 절.  여러가지  함수의 적분 
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참분수식은 분모가 1차식 또는 2차식 또는 그것들의 제곱인 참분수식들의 합으

로 분해된다.

례를 들어 다음과 같다.

( )( ) ( )

( ) ( ) 2
HG

2
FE

3
D

3
C

)3(
B

1
A

231
724

22223

223

3

++
+

+
++

+
+

−
+

−
+

−
+

+
=

++−+

++

xx
x

xx
x

xxxx

xxxx
xx

이와 같이 분해하는것을 참분수식을 부분분수분해한다고 말한다.

( )∫ +
+−

= dx
xx

xx
4

85I 2

2

를 구하여라.

(풀이) 피적분함수는 참분수식이다.

이 분수식을 부분분수분해하면

( ) 4
CBA

4
85

22

2

+
+

+=
+
+−

x
x

xxx
xx

오른변을 통분하면 두 변의 분모가 같아지므로 분자도 같아야 한다. 즉

( ) ( ) 85CB4A 22 +−=+++ xxxxx
( ) 85A4CBA 22 +−=+++ xxxx

두 변에서 x 의 같은차마디의 곁수들을 비교하면

（A+B)=5, C=-1, 4A=8

여기로부터 A=2, B=3, C=-1

따라서

( ) cxxx

dx
x

dx
x

xxdx
x

x
x

+−++=

+
−

+
+=








+
−

+= ∫∫∫

2
arctan

2
14n1

2
3n21

4
1

4
3n21

4
132I

2

222

∫ +−
− dx
xx

x
1

2
2 를 구하여라.

(풀이) ∫∫
+






 −

−
=

+−
− dx

x

xdx
xx

x

4
3

2
1

2
1

2
22

tx =−
2
1

즉
2
1

+= tx 로 바꾸면
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cxxx

ctt

t

dtdt
t

tdt
t

t
dx

xx
x

+
−

−+−=

+⋅−+=

+
−

+
=

+

−
=

+−
−

∫∫∫∫

3
12arctan31n1

2
1

3
2arctan

3
2

2
3

4
3n1

2
1

4
32

3

4
3

4
3

2
3

1
2

2

2

222
2

 

문 제 

 
1. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ −12x
dx

2) ( )( )∫ ++ 21 xx
dx

3) ( )( )∫ −−
− dx
xx

x
32

13
4) ( )∫ +

+ dx
xx

x
1
12

2. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ +− 232 xx
x

 dx 2) ∫ +−
+ dx
xx

x
65

32
2 3) ∫ −+

−+ dx
xxx

xx
6
1

23

2

3. 다음 적분을 구하여라.

1) ( )∫ −12 xx
dx

2)
( ) ( )∫ −− 21 2 xx

dx

3)
( )( )∫ −+

− dx
xx

x
232

14
4)

( ) ( )∫ −+
+

21
2

3

2

xx
x

 dx

4. 다음 적분을 구하여라．

1) ∫ ++
dx

xx
x

232 2) ∫ +−
+ dx

xx
x

143
65

2

3) ∫ +−
dx

xx
x

152 2 4) ∫ +−
− dx

xx
x

16
32

2

5. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ ++ 12 xx
dx

2) ∫ +−
dx

xx
x

12 2 3) ∫ +−
+ dx
xx

x
33

23
2

4) ∫ ++
dx

xx
x

322

3

5) ( )∫ +
dx

xx 1
1
2 6) ∫ +

dx
x 1

1
3
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2. 무리식의 적분 

 

dx
x

xx
∫

−
6

43 2

를 구하여라.

(풀이) dx
x

xxdx
x

xx
∫∫

−
=

−

6
1

4
1

3
2

6

43 2

x의 분수지수
6

1
,

4

1
,

3

2
의 최소공통분모를 구하면 12이다.

x = 12t 로 치환하면

dxtdx 1112=

26
1

34
1

83
2

,, txtxtx ===

따라서

( )

cxxxctt

cttdtttdtt
t

ttdx
x

xx

+−=+−=

+







−=−=

−
=

−
∫∫∫

1231318

1318
121711

2

38

6

43 2

13
12

3
2

13
12

3
2

1318
121212

( )∫ ++++ xxx
dx

111
를 구하여라.

(풀이)
( ) ( ) ( )

∫∫
+++

=
++++

2
1

2
3

11111 xx

dx
xxx

dx

x+1 의 분수지수
2
1,

2
3

의 최소공통분모는 2이다.

21 tx =+ 으로 치환하면

tdtdx 2=

( ) ( ) txtx =+=+
2
1

2
3

1,1 3

따라서

( )
ct

t
dt

tt
tdt

xxx
dx

+=
+

=
+

=
++++ ∫∫∫ arctan2

1
22

111 23

cx ++= 1arctan2
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문 제 

 
1. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫
+

dx
x

x
14 3

2) ( )∫ +
+

14

34

xx
xx

 dx 3) ∫ +−+ 43 11 xx
dx

4) ∫ −
dx

x
x

1

3

2. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ +3 bax
xdx

2）

( )∫
+++ 311 xx

dx
3） ∫ +

− dx
x
xx

1
1

 

3. ∫∫∫ nxdxmxnxdxmxnxdxmx sinsin,coscos,cossin 모양의 적분 

이런 모양의 적분은 다음과 같은 삼각공식을 써서 피적분함수를 합 또는 차로

고치면 쉽게 적분된다.

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ]cos[cos
2
1sinsin

]cos[cos
2
1coscos

]sin[sin
2
1cossin

xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

+−−=

−++=

−++=

∫ xdxx 3cos5sin 를 구하여라.

(풀이) xx 3cos5sin = ( )xx 2sin8sin
2
1

+ 이므로

[ ]
( ) cxx

cxxxdxxdxxdxx

++−=

+



 −−=+= ∫∫∫

2cos48cos
16
1

2
2cos

8
8cos

2
12sin8sin

2
13cos5sin

∫ xdxx 5sin8sin 를 구하여라.

(풀이) ( )xxxx 13cos3cos
2
15sin8sin −=

이므로

cxxcxx

xdxxdxxdxx

+−=+



 −=

−= ∫ ∫∫

13sin
26
13sin

6
1

13
13sin

3
3sin

2
1

]13cos3cos[
2
15sin8sin
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문 제 

1. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ xdxx 2sin3sin 2) ∫ xdxx 3cos5cos

3) ∫ dxxx
12

cos
2

sin 4) ∫ dxxx
6

sin3cos

2. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ xdxxx 5cos3coscos 2) ∫ xdxxx 3sin2sinsin

3) ∫ xdxx 22 cossin 4) ∫ xdxx 44 cossin

4. xsin 와  xcos 에 관한  분수식의 적분 

xsin 와 xcos 에 관한 분수식의 적분은

tx
=

2
tan

로 치환하면 t에 관한 분수식의 적분으로 이끌어진다. 이때

dt
t

dxtx 21
2,arctan2
+

==

2

2

2

2

2222

2
22

2

1
1

2
tan1

2
tan1

2
tan1

2
cos

2
sin

2
coscos

1
2

2
tan1

2
tan2

2
sec

2
tan2

2
cos

2
tan2

2
cos

2
sin2sin

t
t

x

x
xxxxx

t
t

x

x

x

x
xxxxx

+
−

=
+

−
=






 −=−=

+
=

+
====

∫ x
dx

sin
를 구하여라.

(풀이) tx
=

2
tan 로 치환하면

cxdt
t

dt
t

t
tx

dx
+==

+
⋅

+

= ∫∫∫ 2
tanln1

1
2

1
2
1

sin 2

2

∫ ++ xx
dx

cossin1
를 구하여라.

(풀이) tx
=

2
tan 로 치환하면
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( ) cxct
t
dt

t
dt

ttt
dtdt

t
t
t

t
txx

dx

++=++=
+

=
+

=

−+++
=

+
⋅

+
−

+
+

+
=

++

∫∫

∫∫ ∫

1
2

tanln1ln
112

2

121
2

1
2

1
1

1
21

1
cossin1 222

2

2

2

문 제 

1. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ + x
dx
cos53

2) ∫ +
dx

x
x

cos1
cos

3） ∫ −
dx

x
x

sin1
sin

4） ∫ + xx
dx

cossin

2. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ +− xx
dx

cos3sin45
2) ∫ −+

dx
xx

x
1cossin

cot

3) ∫ +
+ dx

xx
x

)cos1(sin
sin1

 

 

  

1. 다음 적분을 구하여라.

1) dx
x
x

∫ + 2

2

2)
( ) ( )∫ +− 11 2 xx

dx

3) ( )( )( )dx
xxx

x
∫ +++

+
321

12

4)
( ) ( )( )∫ −+−

+ dx
xxx

x
412

1
2

3

2. 다음 적분을 구하여라.

1) dx
xx

x
∫ −+

−
6

13
2 2) dx

xx
x

∫ ++
+

1
1

2 3) ∫ +− 22 xx
dx

4) ∫ −− 123 2 xx
dx

5) dx
xx

x
∫ ++

−
1

23
2 6) ( )∫ ≠

+
02 b

bxa
dx

3. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ −14x
dx

2) dx
x
x
∫ −

−
1
1

3

6

3)
( )∫

+
222 ax

dx
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4. 다음 적분을 구하여라.

1) ( )∫
+ 5 2xxx
dx

2) ∫ ++ 43 2 xxx
dx

3) ∫ +++ 3 11 xx
dx

4) dx
x
x

∫ +
−

1
1

5)
( ) ( )∫

+−4 53 21 xx

dx

5. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ xx
dx

2cossin
2) dx

xx
x

∫ + cos2sin
sin

3) ∫ − x
dx
cos35

4) ∫ + x
dx

sin45
5) ∫ + x

dx
2sin1

6) ∫ + x
dx

2cos32

6. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ xdxx cos5sin 2) ∫ xdxx 5cossin 22

3) ∫ bxdxax 22 coscos 4) ∫ dxxxx
3

sin
2

sinsin

5) ∫ dxxxx
3

cos
2

coscos 6) ( ) ( )∫ ++ dxbxaxx sinsinsin

 

 

1. 다음 함수 F가 f 의 원시함수라는것을 따지여라.

1) ( ) xx =F , ( ) ( )



∞−∈−
∞+∈

=
0,,1
),0(,1

x
x

xf

2) ( )
2

F
x

xx ⋅= , ( ) xxf = , ( )∞+∞−∈ ,x

2. 다음 부정적분을 구하여라.

1) dxax∫ 43 2) ( )∫ − dttt 232 3) ∫ 







−− dxxx

2
13

4

2

4) ( )( )∫ −− dxxx 3212 5) ( )∫ − dtt 31 6) ( )∫ − duuu 32

7) ( )∫ + dxbxa 23 8) ∫ +
dx

x
x

2

3

1

3. 다음 부정적분을 구하여라.
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1)
( )∫

+
dx

x
x

22 1
2) dxxx∫ +132 3) dxxx∫ cossin 5

4) dxxx∫ sincos2 5) dxx∫ 2tan 6) ∫ dx
x
x

4

3

sin
cos

7) dxxx∫ 4cos3cos 8) dxxx
∫ 12

cos
2

sin

4. 다음 부정적분을 구하여라.

1) ( ) dxee xx∫ +− 1 2) ∫
−

dx
x

x
243

3) dxxx∫ − 2 4) ∫ − 492x
dx

5) ( )dxnx∫ 1sin 6) dx
x
xx

∫ 2sin
cos

7) dxx x∫ ⋅ sin10cos 8) dx
x

x
∫ 2sin

9) dxxe x∫ βα sin 10) dxxe x∫ βα cos

5. x 의 값에 관계없이 늘 ( ) 032 >+∫ dxx 이 성립하도록 적분상수 c를 정하여라.

6. 다음 부정적분을 구하여라.

1) ( )dxxf∫ ′ 2 2) ( )dxxfx∫ ′′

새로 나온 수학 - 돌변론

프랑스의 수학자 똠(1923- )은 1960년대에 불련속현상, 비약현상을 묘

사하고 해석할수 있는 새로운 수학 《돌변론》을 창시하였다.

미분, 적분과 같은 해석학은 상태의 련속적인 변화과정을 묘사하고 해석하

는 수학이다. 그러나 창문에 돌이 맞는 순간 유리가 깨지는것, 올려뿜는 분수

의 물줄기가 순간 정지되였다가 아래로 떨어지는것, 물이 갑자기 얼거나 증발

하는것, 생물에서 세포의 발생과 증식 등과 같이 불련속적으로, 비약적으로 일

어나는 현상은 지금까지의 수학으로는 풀수가 없었다. 이런 현상을 묘사하고

해석할수 있는 새로운 수학 《돌변론》이 나온것은 20세기 수학의 획기적인

사변으로 보고있다.

돌변론연구는 아직도 시작에 불과하다. 그런데 여기에는 고급한 수학도 알

아야 하므로 공부를 많이 하지 않고서는 발을 들여놓기가 힘들다.

똠은 《돌변론》의 발견으로 1968년에 필즈상을 받았다.

돌변론이 나옴으로써 지금까지 해결하지 못하고있던 적지 않은 문제들이 해결되

였다. 특히 생물에서 갑작변이 같은것은 돌변론으로써만 풀수 있는것이다.
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제4장. 정적분과 그 응용

정적분 

 

치환적분법과  부분적분법 
 

정적분의  응용 
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1. 정적분의 의미 

구간 [a, b]에서 련속인 함수 f 가 주어졌다고 하자. 늘 f (x)≥0(a≤ x≤ b) 이라

고 하면 이 함수의 그라프는 x축 웃쪽에 놓인다. 이 곡선 y=f (x)와 직선 x=a, x=b 
및 x축으로 둘러싸인 도형을 곡선제형이라고 부른다.

곡선제형의 면적 S를 정하기 위하여 구간 [a, b]를 다음과 같은 점들로 n개의

부분으로 같게 나누자.

bxxxxxa nii =<<<<<<= − LL 110 이때
n

abxx ii
−

=− −1 (i=1, 2, …, n)

다음으로 [a, b]의 매개 나눔점 xi(i=1,2,…, n) 에서 y축에 평행인 직선을 그어

곡선제형을 n개의 작은 곡선제형으로 나누자.

이제 나눔구간 [xi-1, xi]에서 임의의 한 점 iξ 를 잡고 x축 웃쪽에 놓이는 작은

곡선제형을 [xi-1, xi]를 밑변으로 하고 f( iξ )를 높이로 하는 직4각형으로 바꾸면 그

면적은

n
abfxxf iiii

−
=− − )())(( 1 ξξ

매개 나눔구간에 걸쳐서 이렇게 하면 주어진 곡선제형은 그림에서와 같이 n개의

직4각형들로 된 계단도형으로 바뀌여지고 그 면적은 다음 합과 같다.

n
abf

n
abf

n
abf nn

−
++

−
+

−
= )()()(S 21 ξξξ L

합기호 ∑를 쓰면

∑
=

−
=

n

i
in n

abf
1

)(S ξ

이 합은 구간 [a, b]를 같게 나눈 나눔구간의 개수 n과 점 iξ (i=1,2,…,n)를
어떻게 잡는가에 따라 달라진다. 그러나 같게 나눈 나눔의 개수 n을 한없이 늘이면

구간 [a, b]는 무한히 잘게 나누어지고 이때 계단도형은 곡선제형에 얼마든지

가까와간다. 그러므로 곡선제형의 면적 S는 계단도형의 면적 Sn의 n→∞일 때의

극한으로 정할수 있다. 즉

n
abf

n

i
innn

−
== ∑

=
∞→∞→ 1

)(limSlimS ξ

제 1 절.  정 적 분

y 

x a b 

y=f(x) 

0

S

그림 4-1

y 

x a=x0 b=xn x1 x2 xi xi-1 
ξ1 ξ2 ξi ξn 

그림 4-2

y=f(x) 

0
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이와 같이 끝없이 잘게 나눈 다음 그것을 다시 합해가는 수법에 따라 만든 우와

같은 모양의 극한계산은 곡선제형의 면적을 정하는데서뿐만아니라 일, 압력 등 실천

적으로 나서는 많은 량들을 정하는데서도 하게 된다. 그러므로 우에서와 같은 모양

을 가진 합의 극한을 따로 잘 연구하여두면 매개 구체적인 경우에 매우 편리하게 써

먹을수 있다.

이제 함수 f가 구간 [a, b]에서 주어졌다고 하자. 이때 f(x)는 부수값을 잡아도 좋다. 

구간 [ ]ba, 를 다음과 같은 점들로 n개의 부분으로 같게 나누자.

bxxxxxa nii =<<<<<<= − LL 110  

여기서 xi-xi-1= n
ab −
을 ∆x로 표시하자.

매개 나눔구간 [xi-1, xi]에서 임의로 한 점 ξi를 잡고 다음과 같은 합을 만들자.

∑
=

−
=∆∆=

n

i
in n

abxxf
1

)(   )(S ξ

이 합을 함수 f의 적분합이라고 부른다.

적분합 Sn은 구간을 같게 나눈 나눔구간의 개수 n과 [xi-1,xi]에서 점 iξ 를 어떻게

잡는가에 따라 달라진다. 그러므로 극한

∑
=

∞→∞→
∆=

n

i
innn

xf
1

)(limSlim ξ

는 점 iξ 를 어떻게 잡는가에 관계된다.

만일 그 길이가 충분히 작은 구간 [xi-1, xi]에서 임의로 잡은 두 점
′

iξ ,
″

iξ 에서

의 함수값 f( ′
iξ ), f( ″

iξ )가 큰 차이를 가진다면 우의 적분합의 극한은 iξ 를 어떻게

잡는가에 따라 달라질것이다. 그러나 f가 련속함수일 때 함수값 f( ′
iξ ), f( ″

iξ )는

[xi-1, xi]의 길이가 충분히 작기만 하면 거의 같으므로 적분합의 극한은 아무런 iξ 를

잡아도 다 같은 극한을 가지게 된다.

함수  f가  [a, b]에서 련속이면  

∑
=

∞→∞→
∆=

n

i
innn

xf
1

)(limSlim ξ  

는  iξ 를 어떻게 잡는가에 관계없이 늘 있으며 그 극한은 같다.

이 극한을 련속함수 f의 a에서 b까지의 정적분이라고 부르고 다음과

같이 표시한다.

∫
b

a

f (x) dx 

여기서 a를  적분의 아래끝, b를  적분의 웃끝, f를  피적분함수, x를
적분변수라고 부른다. 
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적분기호를 쓰면 앞에서 본 곡선제형의 면적은 다음과 같이 표시된다.

S= ( )∫
b

a

dxxf

우에서 적분이 웃끝 b가 아래끝 a보다 큰 경우 즉 a＜b인 경우의 정적분을 정의하

였다.

적분의 웃끝 b가 아래끝 a보다 작거나 같은 경우는 다음과 같이 정의한다.

∫
1

0

xdx를 계산하여라.

(풀이) 구간 [0, 1]을 다음과 같은 점들로 n개의 부분으로 같게 나누자.

11210 =<
−

<<<<
n
n

n
n

nn
L

이때
nn

i
n
ix 11

=
−

−=∆ (i=1,2,…,n)의 매개 나눔구간 



 −

n
i

n
i ,1

에서 한

점 iξ 를 그 오른쪽 끝점으로 잡으면

n
i

i =ξ (i=1, 2, …, n)

그리고 f(x)=x이므로

f( iξ )=
n
i

i =ξ

따라서 적분합은

2

111

1)21(

11211)(S

n
n

nn
n

n
n

nnnn
ixxf

n

i

n

i
i

n

i
in

⋅+++=

⋅





 +

−
+++=⋅=∆=∆= ∑∑∑

===

L

Lξξ

 a=b이면    ∫ =
b

a

dxxf 0)(          

 a＞b이면  ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(  

∫
b

a

f(x)dx= ∑
=

∞→
∆

n

i
in

xf
1

)(lim ξ

례

y 

x 

y=x 

O 1

S

그림 4-3
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그런데

1+2+…+ n=
2

)1( nn+

이므로

n
n

n
nn

n 2
11

2
)1(S 2

+
=⋅

+
=

따라서

2
1

2
1Slim lim =
+

=
∞→∞→ n

n
n

nn

이리하여

2
11

0
=∫ xdx

이것은 그림 4-3 에서 빗선을 친 3각형의 면적이다.

3각형의 면적계산공식을 직접 써도
2
1
이 나온다.

문 제

1. ∫∫∫
b

a

b

a

b

a

duufdttfdxxf )(    ,)(   ,)( 등은 모두 같은 값을 가진다. 왜 그런가?

2. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
1

0

cxdx (c는 상수) 2) ∫
1

0

2dxx

3. 다음 극한을 적분으로 표시하여라.

1) )21(1
lim

444
5 n

nn
+++

∞→

L 2)



















++






+








∞→

2
1

2
1

2
1

21
1

lim n
nnn

nn
L

2. 미분적분학의 기본공식 

정적분 ∫
b

a

dxxf )( 는 함수 f, 적분의 아래끝 a와 웃끝 b에 따라 정해지는 수이다.

이제 적분의 웃끝 b만을 변화시키면 그에 따라 적분값도 변한다. 그러므로 이때

정적분은 적분의 웃끝 b의 함수로 된다.

적분의 웃끝이 변한다는것을 뚜렷이 하기 위하여 b를 x로 바꾸고 이것과 적분변

수를 헛갈리지 않도록 하기 위하여 적분변수를 t로 표시하면
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S

y 

x a b x 

S= ( )∫
x

a

dttf  

O

y=f(x) 

그림 4-4

△S

y 

x a b x O

y=f(x) 

x1 x2 x+△x 

f(x2) 

f(x1) 

그림 4-5

( ) ( )∫=
x

a

dttfxS

이 사실은 련속함수는 늘 원시함수를 가진다는것을 보여준다.

(증명) f(x)≥ 0 (a≤ x≤ b)이라고 하고 증명하기로 한다. 이때

)(     )()(S bxadttfx
x

a

≤≤= ∫
는 구간 [a, x]에서 x축 웃쪽에 놓이는 곡선제형의 면적을 표시한다.

[a, b]에 드는 임의의 점 x에서 서술을 간단히 하기 위해 정인 증분 ∆ x 를 잡으면

)(S)(SS xxx −∆+=∆

는 그림에서 빗선을 친 작은 곡선제형의 면적과 같다. 그림에 표시한바와 같이 련속

함수 f의 [x, x+∆x]에서의 최소값과 최대값을 각각 )( 1xf ,  )( 2xf 라고 하면

xxfxxf ∆≤∆≤∆ )(S)( 21

그런데 ∆ x＞0이므로

)(S)( 21 xf
x

xf ≤≤
Δ

∆

0→∆x 이면 xxxx →→ 21      , 이고 f가 련속함수이므로 이때

f(x1)→f(x), f(x2)→ f(x)
따라서 우의 안같기식으로부터

정리  1. (련속함수의 원시함수존재정리)

함수 f 가 [a, b] 에서 련속이면 적분웃끝함수

∫=
x

a

dxtfx )()(S  

는  [a, b]에서 f의 원시함수로 된다. 즉

)()(S xfx =′  
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=
∆
∆

→∆ xx

S
lim

0
 f(x)

즉 ( ) ( )xfx =′S (증명끝)

이 사실을 써서 정적분과 부정적분사이의 관계를 보여주는 미분적분학의 기본공

식을 증명할수 있다.

(증명) f가 [a, b]에서 련속이므로

∫=
x

a

dttfx )()(S

는 f의 한 원시함수이다. f의 임의의 원시함수 F를 잡자. 두 원시함수

S(x)와 F(x)는 상수차이를 가지므로

S(x)=F(x)+c

그런데 0)()(S == ∫
a

a

dttfa 이므로

S(a)=F(a)+c=0,  c=-F(a)
따라서

)(F)(F)()(S axdttfx
x

a

−== ∫
이제 x=b를 잡으면

)(F)(F)()(S abdttfb
x

a

−== ∫
이리하여

)(F)(F)( abdxxf
b

a

−=∫
(증명끝)

이 공식을 미분적분학의 기본공식 또는 뉴톤-라이브니쯔의 공식이라고 부른다.

미분적분학의 기본공식은 도함수와 적분사이의 관계를 지어주며 정적분계산을 피

적분함수의 원시함수계산 즉 부정적분계산으로 돌림으로써 그 계산을 매우 간단하게

한다.

정리 2. (미분적분학의 기본공식)

함수 f 가 [a, b]에서 련속이면 f 의 임의의 원시함수

F에 대하여 다음 공식이 성립한다.

)(F)(F)( abdxxf
b

a

−=∫  
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미분적분학의 기본공식은 도함수와 적분사이의 관계, 달리말하여 미분학과 적분

학사이의 관계를 지어줌으로써 미분적분학을 하나의 체계로 완성시켰다는 의미에서

큰 의의를 가진다. 미분적분학의 기본공식을 보통 간단히 다음과 같이 표시한다.

1)
9
4

18
8

18
1

2
1

12
1

32
1

13 22

3

1

133

1

3
3

1
3 | ==−=








⋅
−−

⋅
−

=
+−

==
+−

−∫∫
xdxx

x
dx

2) 202120sin2
2

sin2
2

sin2
2

cos |
00

=⋅−⋅=−==∫
πππ xdxx

 

문 제  

1. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
−

5

3

3dxx 2) ∫
2

cos

π

π

xdx 3) ∫
4

0
2cos

π

x
dx

2. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
−

−

3

2

2sin

π

π x
dx

2) ∫
3
1

2
2x

dx
3) ∫

8

1
3 2x
dx

3. ∫
−

1

1
2x

dx
를 계산하는데는 미분적분학의 기본공식을 직접 쓸수 없다. 왜 그런가?

부정적분의 계산규칙과 미분적분학의 기본공식으로부터 다음과 같은 정적분의 계

산규칙이 쉽게 얻어진다.

( ) ( )
b

a

b

a

xFdxxf∫ =

(1) ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()(   (k－상수) 

(2) ∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([

례 1
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1) 18
3
0

3
32

3
22)2(

333

0

33

0

2
3

0

2 | −=







−−=⋅−=−=− ∫∫

xdxxdxx

2) ||
3

2

23

2

33

2

3

2

2
3

2

2

23
33)3(

−−−−−

−⋅=−=− ∫∫∫
xxxdxdxxdxxx

( )
2
132

2
4

2
9827 =






 −−+=

3) |
2

0

2

0

2

0

2

0

)sincos(cossin)cos(sin

ππππ

+−=+=+ ∫∫∫ xxxdxxdxdxxx

2)10()01()0cos0(sin
2

cos
2

sin =−−−=−−





 −=

ππ

정적분에서는 또한 다음과 같은 중요한 성질이 성립하며 적분계산에 널리 쓰인다.

사실 ( ) ( )xfx =′F 라고 하면

∫+∫=+=

−+−=−=∫

b

c

c

a

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfxx

accbabdxxf

)()(|)(F|)(F

)(F)(F)(F)(F)(F)(F)(

∫ −
3

0

2 dxx 를 구하여라.

(풀이) ｜x-2｜=




≤≤−
≤≤−−
32,2
20,)2(

xx
xx

이므로

||
3

2

22

0

23

2

2

0

3

0

2
2

2
2

)2()]2([2 







−+








−−=−+−−=− ∫∫∫ xxxxdxxdxxdxx

=







⋅−−








⋅−+








⋅−−= 22

2
232

2
322

2
2 222

2
2
1

곡선 y=sinx(0 ≤ x ≤π)와 x축으로 둘러싸인 도형의 면적(그림 4-6)을 구

하여라.

(3) ( ) ( ) ( )∫+∫=∫
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf

례 3

례 2

례 4
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(풀이) 21)1(0coscoscossinS |
00

=+−−=+−=−== ∫ π
ππ

xxdx

 

 

 

문 제  

1. 다음 적분을 계산하여라.

1) dxx )16(
5

1
∫ + 2) ∫

−

−

+−
1

2

2 )463( dxxx 3) ∫ +

2

0 1x
dx

4) ∫
−

1

1

dxx 5) ∫
+2

1

12 dx
x

x
6) ∫ −

π2

0

)cos1( dtt

2. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
−

2

1

dxxx 2) ∫ −
2

1

2
1

1 dxx

 

 

1. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
−

−+
1

1

2 )12( dxxx 2) ∫
+3

1

2 12 dx
x

x
3) ∫ −

4

1
3 )1( dx

x
x

4) ∫ +
3

2

2)12( dxx 5) ∫ −
π

0

)sin( dttat 6) ∫ +

π

1 )3(xx
dx

2. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫ +
1

0

2dxx 2) ∫
−5.0

1

4)1( dx
x
x

3) ∫
−

π

π

dxx
2

 sin 2 4) ∫
2

0

2cossin

π

xdxx

5) ∫ −
1

0

)( dxxex 6) ∫ +

2

1 )3(xx
dx

7) ∫ ++
π

π
2

2 )coscos1( dttt

3. 다음 적분을 계산하여라.

련 습 문 제

-π

y 

x 

y=sinx 

0 π

그림 4-6
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1) ∫
−

−
2

1

12 dxx 2) ∫
−

−−
4

6

2 32 dxxx 3) ∫
π2

0

sin dxx 4) ∫
−

4

2

2 dxxx

4. f(x)=ax²+bx+1이 )0(f ′ =1, 1)(
3

0

=∫ dxxf 에 맞도록 a, b를 정하여라.

5. 포물선 223 xxy −+= 과 직선 x=1, x=2 및 x축에 의하여 둘러싸인 도형의 면적을

구하여라.

6. 곡선 





 ≤≤−=

22
cos ππ xxy 와 x축에 의하여 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

 

 

1. 치환적분법 

[a , b]에서 련속인 함수 f의 적분

∫
b

a

dxxf )(

를 계산하자.

이제 적분변수 x 를 ( )tx ϕ= 로 바꾸자. 여기서 ϕ 는 [α,β]에서 미분가능한

함수이며 ( ) ( ) ba == βϕαϕ , 이고 ( ) bta ≤≤ ϕ 라고 가정한다.

F를 f 의 한 원시함수라고 하면 F[ϕ (t)]는 f [ϕ (t)] )(tϕ′ 의 원시함수이다.

그런데

)(F)(F)( abdxxf
b

a

−=∫

한편 )(F)(F)]([F)](F[)()]([( abdtttf −=−=′∫ αϕβϕϕϕ
β

α

이리하여 다음 공식이 성립한다.

∫ +

1

0
3

2

1
dx

x
x

를 구하여라.

(풀이) 1+x³=t 라고 놓으면

dt
x

dxdtdxx 2
2

3
1      ,3 ==

치환적분공식 

( ) ( )[ ] ( )∫∫ ′=
β

α

ϕϕ dtttfdxxf
b

a

 

제 2 절. 치환적분법과 부분적분법 

례 1
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그리고 x=0 일 때 t=1
x=1 일 때 t=2

이며 x가 [0, 1]에서 변할 때 t는 [1, 2]에서 변한다.

따라서

∫ ∫∫ =−=





==⋅=

+

2

1

2

1

2

1
2

21

0
3

2

2n1
3
11n1

3
12n1

3
1n1

3
1

3
1

3
1

1 |t
t
dtdt

xt
xdx

x
x

)0(    
0

22 >−∫ adxxa
a

를 구하여라.

(풀이) tax sin= 라고 놓으면

tdtadx cos=

x=0 일 때 t=0

x=a일 때 t=
2
π

이며 x가 [0, a]에서 변할 때 t는 





2
,0 π

에서 변한다.

따라서

2
2

0

22

0

2
2

0

22

2

0

22
2

0

222

0

22

42
2sin

22
2cos1cos

cossin1cossin

| attadttatdta

tdttatdtataadxxa
a

π
πππ

ππ

=





 +=

+
==

⋅−=⋅−=−

∫∫

∫∫∫

 

문 제  

1. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ −
2

0

2)32( dxx 2) ∫ +

1

0 1
dx

x
x

3) ∫ −+
1

0

21)2( dxxx

4) ∫
−5

1 2
1 dxx

5) ∫ −
a

dxxaxx
2

0

22 2 6) ∫ +

2

0
24 x

dx

7) ∫
2

0

2sincos

π

θθθ d 8) ∫
e

dx
x
nx

1

1
9) ∫ +

1

0

21 dxxx

례 2
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2. 다음 같기식이 성립한다는것을 증명하여라.

1) f가 짝함수이면 ∫∫ =
−

aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)(

2) f가 홀함수이면 0)( =∫
−

a

a

dxxf

2. 부분적분법 

함수 u=u(x), ν=ν(x)가 [a , b]에서 련속인 도함수를 가진다고 하자. 이때

vuvuuv ′+′=′)(

두 변을 [ a, b]에서 적분하면

∫ ∫∫ ′+′=′
b

a

b

a

b

a

dxvuvdxudxuv)(

∫∫ ′+′=
b

a

b

a

b

a

dxvuvdxuuv |

이로부터 다음 공식을 얻는다.

∫
2

0

cos

π

xdxx 를 구하여라.

(풀이) u=x, v′=cosx로 보면

u′=1, ν=sinx

1
2

)cos(
2

sinsincos ||
2

0

2

0

2

0

2

0

−=−−=−= ∫∫
ππ

ππππ

xxdxxxxdxx

∫ +
1

0

2 )1(n1 dxx 를 구하여라.

(풀이) u= )1(n1 2x+ , v′=1 로 보면

21
2

x
xu

+
=′ , v=x 

부분적분공식 

( ) ( ) ( ) ( )∫ =′
b

a

xvxudxxvxu |
b

a
- ( ) ( )∫ ′

b

a
dxxvxu  

례 1

례 2
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2
22ln)

4
1(22ln)arctan(22ln

)
1

11(22ln
1
2)1ln()1(n1

|

|
1

0

1

0
2

1

0
2

21

0

2
1

0

2

ππ
+−=−−=−−=

+
−−=

+
−+=+ ∫∫∫

xx

dx
x

dx
x

xxxdxx

문 제 

 
1. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
π

0

sin xdxx 2) ∫ −
2

0

dxxe x 3) ∫
2

0

2sin

π

xdx 4) ∫
2

0

2)(ln
e

dxx

2. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
π

0

2 cos xdxx 2) ∫
π

0

2 2sin xdxx

 

 

1. 치환적분법에 의하여 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫ −
1

0

22 dxxx 2) ∫ −
6

3

2dxx 3) ∫ +

6

1 3x
dx

4) ∫
−+

1

0
24)2( xx

dx
5) ∫

2

0

34 cossin

π

θθθ d 6) ∫
−

−
2

1

24 dxx

7) ∫
− −

0

1
5

3

)1(
dx

x
x

8) ∫
−

+
1

0

2
1

)32( dxx 9) ∫ +
2

0

)
3

2sin(

π

θπθ d

10) ∫
2

6

2 cossin

π

π

xdxx 11) ∫ −
1

0

23 dxe x

2. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫
3

0
2cos

π

dx
x

x
2) ∫

− +−

+−3

3 3
3

dx
kx

kx

3) ∫ −−
2

0

3)11( dxx 4) ∫ −++−+−
n

dxnxxx
1

)21( L , n∈Ν

3. 부분적분법에 의하여 다음 적분을 계산하여라.

련 습 문 제
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1) ∫ +
3

0

)3ln( dxx 2) ∫
π

0

cos dx
a
xx 3) ∫

π

0

2 2cos xdxx

4) ∫
2

0

sin

π

xdxe x 5) ∫
e

xdxx
1

ln

4. ∫∫ −+=
−

1

0

])([)(1 dttabafdxxf
ab

b

a

가 성립한다는것을 증명하여라.

5. ∫∫
+

+

=+
ckb

cka

b

a

dxxf
k

dxckxf )(1)( (k(k≠0), c는 상수)가 성립한다는것을 증명하여라.

 

1. 면적계산 

함수 f가 [ a, b]에서 련속이고 늘 f(x)≥ 0일 때 곡선 y=f(x)와 두 직선 x=a, x=b 
및 x축으로 둘러싸인 곡선제형의 면적 S는 다음과 같이 표시되였다.

∫=
b

a

dxxf )(S

이제 보다 일반적인 모양을 가진 평면도형의 면적을 계산하는 문제를 보기로 하자.

함수 f가 [a, b]에서 늘 f(x)≤0일 때 곡선 y=f(x)와 두 직선 x=a, x=b 및 x축으로

둘러싸인 도형은 그림 4-7에서 보는바와 같이 x축아래에 놓인다.

이 도형을 x축에 관하여 대칭으로 옮기면 면적이 꼭같은 곡선제형을 얻는다.

따라서 구하려는 도형의 면적S는 다음과 같다.

∫∫ =−=
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(S

일반적으로 구간 [a, b]에서 함수 f의 부호가 바뀌는 때에는 이 함수의 그라프와

두 직선 x=a,  x=b 및 x로 둘러싸인 도형의 면적 S는 다음과 같다.

제 3 절. 정적분의  응용

y 

x 

y=-f(x) 

a b 

y=f(x) 

o
S

그림 4-7

y

x a b dco
+

+

( )xfy =
S1

-S2

S3 

( )xfy =  

그림 4-8
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례를 들어 그림 4-8 과 같은 도형의 면적S는

∫∫∫∫ =+−=
b

a

b

d

d

c

c

a

dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()(S

포물선 22 −= xy 와 x축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

(풀이) 포물선 y= 2x -2가 x축과 사귀는 점의 x자리표를 구하기 위하여 련립방정식





=
−=

0
22

y
xy

을 풀면 1x =- 2 , 2x = 2 를 얻는다.

그런데 [- 2 , 2 ]에서 늘 0≤y
이므로 구하려는 도형의 면적 S는

3
2822

3
2222

3
22

2
3

)2(S |
2

2

32

2

2

=







−

−
−−








+−=









+−=−−=

−−
∫ xxdxx

반경이 r인 원의 면적을 구하여라.

(풀이) 원의 중심을 자리표원점으로 잡으면 원둘

레의 방정식은

222 ryx =+ 또는 y=± 22 xr −

도형의 대칭성을 고려하면 구하려는 면적은                

∫ −==
r

dxxr
0

22
1 4S4S  

여기서 1S 은 1사분구에 놓이는 부분의 면

적이다.

오른변의 적분을 계산하기 위하여 x=rsint
로 놓으면

4
)

2
2sin(

22
2cos1

coscossin

22

0

22

0

2

2

0

22
2

0

222

0

22

| rttrdttr

tdtrtdtrtrrdxxr
r

π
ππ

ππ

=+=
+

=

=⋅−=−

∫

∫∫∫

따라서 S=πr²

( )∫=
b

a

dxxfS

y 

x r 

y= 22 xr −

0

S1

그림 4-10

례 2

례 1

y 

그림 4-9

y=x2-2 

-2 

2  - 2  O
S
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례 3 곡선 y= 3x 과 직선 x=-1, x=2 및 x축으로

둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

(풀이) 함수 y= 3x 은 [-1, 0]에서 y≤0, [0, 2]에서

y≥0 이다.

따라서 구하려는 도형의 면적S는

4
144

4
1

44

)(S

||
2

0

40

1

4

2

0

3
0

1

3
2

1

3

=+=







+








−=

+−==

−

−−
∫∫∫

xx

dxxdxxdxx

 

문 제  

1. 포물선 y=- 2x +5x+4 와 x축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

2. 곡선 xy sin= (0≤ x≤2π)와 x축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

구간 [ a, b] 에서 f(x) ≥ g(x)이고 g(x) ≥ 0일
때 두 곡선 y=f(x), y=g(x) 및 직선 x=a, x=b로 둘

러싸인 도형의 면적 S는 그림에서 쉽게 알수 있

는바와 같이 곡선 y=f(x)의 아래부분의 면적에서

곡선 y=g(x)의 아래부분의 면적을 던것과 같다.

즉

∫ −=
b

a

dxxgxf )]()([S

만일 [a, b]에서 g(x)가 늘 정이 아니면 적당히 큰 정수 c를 잡아 도형을 y축에

평행으로 c만큼 옮겨 도형이 x축웃부분에 놓이게끔 할수 있다.

이때 곡선 y=f(x)와 y=g(x)는 각각 y=f(x)+ c, y=g(x)+ c로 옮겨진다.

따라서 이때

∫∫ −=+−+=
b

a

b

a

dxxgxfdxcxgcxf )]()([)])(())([(S

y 

x a b 0

y=g(x) 

y=f(x) 
S

그림 4-12

y 

x 

S

a b 0

y=f (x) 

y=g(x) 

y 

x 

S

a b 0

y=f (x)+c

y=g(x)+c

그림 4-13

y 

x 

y=x3 

8

1

1 2-1
-1

그림 4-11

0
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y 

x 

x=y2 

y=2-x 

0

1
2

2 4 

-2

그림 4-15

이리하여 [a, b]에서 f(x)≥g(x)일 때 두 곡선 y=f(x), y=g(x) 및 직선 x=a, x=b로
둘러싸인 도형의 면적 S는 일반적으로 다음 공식으로 계산된다.

포물선 y= 2x +x-2와 직선 y=x-1로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

(풀이) 포물선 y= 2x +x-2와 직선 y=x-1의
사귐점의 x자리표를 구하자.

련립방정식





−=
−+=

1
22

xy
xxy

을 풀면
2x +x-2=x-1, 2x -1=0

1x =-1, 2x =1

그림 4-14에서 볼수 있는것처럼

[-1, 1]에서 직선 y=x-1은 포물선

22 −+= xxy 에 놓인다.

따라서 구하려는 도형의 면적S는

3
11

3
4

3
)1()]2()1[(S |

1

1

31

1

2
1

1

2 ==







+−=+−=−+−−=

−−−
∫∫ xxdxxdxxxx

포물선 2yx = 과 직선 xy −= 2 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

(풀이) 포물선 2yx = 과 직선 xy −= 2 의 사귐점의 자리표를 구하자.

련립방정식





−=
=

xy
yx
2

2

를 풀면 22 yy −=

( )( ) 01222 =−+=−+ yyyy

1y =-2, 2y =1

y를 적분변수로 보면 구하려는 도형의 면적은

2
14

32
2

])2[(S

|
1

2

32

1

2

2

=







−−=

−−=

−

−
∫

yyy

dyyy

( ) ( )[ ] dxxgxf
b

a
∫ −=S

y=x2+x-2 

x 

y=x-1 

-

1

10

S

y 

그림 4-14

례 4

례 5
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문 제 

1. 다음 그림에서 빗선을 친 도형의 면적을 정적분으로 표시하여라.

2. 례 5를 적분변수 x에 관하여 적분하는 방법으로 풀어보아라.

3. 다음 도형의 면적을 구하여라.

1) 포물선 22xy = 과 직선 xy
2
1

= 로 둘러싸인 도형

2) 곡선 2xy = 과 xy =2 로 둘러싸인 도형 
3) 포물선 xy 42 = 와 xy −= 42 로 둘러싸인 도형

4) 두 곡선 )20(sin,2sin π≤≤== xxyxy 로 둘러싸인 도형

5) 두 곡선 y= )0(cos,sin π≤≤== xxyxy 로 둘러싸인 도형

2. 체적계산  

일정한 방향에 수직인 평면으로 립체를 잘랐을 때 생기는 자름면의 면적을 알수

있으면 립체의 체적을 정적분으로 계산할수 있다.

이제 일정한 방향을 x축으로 잡고 축의 임의의 점 x를 지나며 이 축에 수직인 평

면으로 주어진 립체를 자르자.

이때 생기는 자름면의 면적 S는 x의 함수다. 즉 S=S(x)
이제 립체가 점 x=a와 x=b에서 수직으로 세운 두 평면사이에 끼워있다고 하고

그 체적을 정하는 문제를 생각해보자.

구간 [a,  b]를 점

bxxxxxa nii =<<<<<<= − LL 110

들로 n개의 부분으로 같게 나누고 매개 나눔점에서 x축에 수직인 평면을 세워 립체

를 자르면 n개의 작은 립체가 생긴다.

y 

x a b c 0

S

y=g(x) y=f(x)
x=g(y) 

y

x 
c
e

d

0

x=f(y)

S

그림 4-16

그림 4-17

x ξi xi xi-1 

S(ξi)

ㄴ) 
x o x a b 

S(x)
y 

ㄱ)
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나눔구간 [xi-1, xi]에서 임의의 한 점 iξ 를 잡고 [xi-1, xi]사이에 끼운 작은 립체

를 점 iξ 에서의 자름면을 밑면으로 하고
n

abxxx ii
−

=−=∆ −1 를 높이로 하는 기둥으

로 바꾸자. 매개 나눔구간에 걸쳐서 이렇게 하면 주어진 립체는 작은 기둥으로 된

도형들의 합으로 바뀌고 그 체적은

∑
=

−
=

n

i
in n

ab
1

)(SV ξ

와 같다.

이제 나눔점의 개수 n 을 한없이 늘이면 [a, b]는 무한히 잘게 나누어지고 작은

기둥의 합으로 된 도형은 주어진 립체에 얼마든지 가까와간다.

그러므로 립체의 체적 V는 Vn의 n→∞일 때의 극한으로 정의할수 있다. 즉

∑
=

∞→∞→

−
==

n

i
innn n

ab
1

)(SlimVlimV ξ

이로부터

특히 립체가 회전체이면 회전축에 수직인 평면으로 립체를 잘랐을 때 생기는 자

름면의 면적을 쉽게 구할수 있다.

구간 [a, b]에서 련속인 곡선 y=f(x)를 x 축주위로 돌려서 생기는 회전체를 축에

수직인 평면으로 자를 때 그 자름면은 반경이 y 인 원이다.

그러므로 자름면의 면적은

)()(S 22 xfyx ππ ==
따라서 회전체의 체적V 는

( )∫=
b

a

dxxSV

( )∫ ∫==
b

a

b

a

dxxfdxy 22V ππ

a x o

y=f(x) 

b x 
S(x) 

그림 4-18

y 
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반경이 R인 구의 체적을 구하여라.

(풀이) 구는 자리표원점을 중심으로 하는 반원을 x축주위로 돌려서 생긴 회전체

이다.(그림 4-19)

자리표원점을 중심으로 하고 반경이 R인 원둘레의 방정식은
2x + 2y = 2R

따라서 2y = 2R - 2x
이리하여 반경이 R인 구의 체적 V는 다음과 같이 계산된다.

3
R

R

2
2

R

R

22
R

R

2

3
4)

3
R()R(V | rxxdxxdxy ππππ =−=−==

−−−
∫∫

아래밑면의 반경이 R, 웃밑면의 반경이 r, 높이가 H인 원뿔대의 체적

을 구하여라.

(풀이) 그림 4-20 에서와 같이 자리표축을 정하자.

선분 AB를 x축주위로 돌렸을 때 원뿔대가 생긴다.

직선 AB의 방정식을 bkxy += 라고 하면

H
R

AD
DBtan   ,OA rkrb −

===== α

이므로 H)(0  
H

R
≤≤+

−
= xrxry

따라서 원뿔대의 체적 V는 다음과 같이 계산된다.

)RR(H
3
1

)R(3
)R(H

)
H

R(
)R(3

H)
H

R(V

22
33

H

0

3
H

0

2
H

0

2 |

rr
r
r

rxr
r

dxrxrdxy

++=
−
−

=

+
−

−
=+

−
== ∫∫

ππ

πππ

문 제 

1. 곡선 )()( dycygx ≤≤= 를 y축주위로 돌렸을 때 생기는 회전체의 체적 V는 다

음 공식으로 주어진다는것을 설명하여라.

례 1

례 2

y 

x0

R

Rx 

그림 4-19 그림 4-20

y 

x 

A

B

D

C
HO

α

R
r 
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∫∫ ==
d

c

d

c

dyygdyx )(V 22 ππ

2. 포물선 12 += xy , 두 직선 ax −= 와 ax = 로 둘러싸인 도형을 x축주위로 돌렸

을 때 생기는 회전체의 체적을 구하여라.

3. 밑변 [0, 1]과 곡선 y=arcsinx로 둘러싸인 곡선제형을 x축주위로 회전시킬 때

생기는 회전체의 체적을 구하여라.

4. 원둘레 ( ) 222 abyx =−+ (0＜a＜b)를 x축주위로 돌려서 생기는 회전체(고리체)의

체적을 구하여라.

3. 물체의 변위와  물체가 지나간 거리계산 

어떤 물체가 v(t)의 속도로 시간 0tt = 에서부터 T=t 까지 직선운동을 하였을 때

그 물체의 변위와 지나간 거리를 구하는 문제를 생각해보자.

시간구간 [ ]T,0t 를 다음 점들로 n개의 부분으로 같게 나누자.

T210 =<<<< ntttt L

n을 크게 하여 [t i-1, t i]를 충분히 잘게 나누면 [ ]ii tt ,1− 가 매우 작은 구간으로 되므

로 이 구간에서 속도는 거의 일정하다고 볼수 있다. 이 일정한 속도를 [ ]ii tt ,1− 의 임의

의 한 순간 iξ 에서의 속도 ( )iv ξ 로 보면 t i-1에서 t i까지의 사이에서 물체의 변위는

)
T

()( 0

n
t

ttv i
−

=∆∆ξ

에 가깝다. 그러므로 [t₀,T]사이에서의 물체의 변위를 P로 표시하면

∑
=

∆≈
n

i
i tv

1
)(P ξ

따라서 ∑
=

∞→
∆=

n

i
in

tv
1

)(limP ξ

로 정할수 있다. 이리하여

시간 [ ]T,0t 사이에 물체가 지나간 거리를 구한다고 하면 그것은 1−it 과 it 사이의

짧은 시간에 물체가 움직인 거리 tv i ∆)(ξ 들의 합

∑
=

∆
n

i
i tv

1

)(ξ

의 극한으로 된다.

따라서 이 시간사이에 물체가 지나간 거리S 는

∑
=

∞→
∆=

n

i
in

tv
1

)(limS ξ

   ( )dttv
t
∫=
T

0
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이리하여

어떤 물체가 속도 ν=2-2t(㎧)로 직선운동을 한다. 운동을 시작하여 6초

지나면 물체의 자리가 어떻게 변하겠는가? 이사이에 물체가 지나간

거리를 구하여라.

(풀이) 6 초동안에 물체의 변위는

)(24)2()22()( |
6

0

2
6

0

6

0

mttdttdttvP −=−=−== ∫∫
즉 부방향으로 24m만큼 자리를 옮겼다.

6초사이에 물체가 지나간 거리는

∫∫ −==
6

0

6

0

22)(S dttdttv

그런데

0≤ t≤1 에서 2-2t ≥0
1≤ t≤6 에서 2-2t ≤0

이므로

)(26)25(1

)2()2()22(2)22(22S ||
6

1

2
1

0

2
6

1

1

0

6

0

m

ttttdttdttdtt

=−−=

−−−=−−−=−= ∫∫∫

 

문 제 

1. 어떤 물체가 속도 tv
4

cosπ= 로 직선운동을 한다. t=0일 때 원점을 떠났다면 10

초 지나서 이 물체는 어떤 자리에 있겠는가? 또 이사이에 물체가 지나간 거리를

구하여라.

2. 어떤 물체가 가속도 a=t-2㎨로 직선운동을 한다. t=0일 때 속도 20㎧로 원점을

떠났다면 t초 지나서 이 물체는 어떤 위치에 있겠는가?

 

4. 일계산 

물체가 크기 F인 일정한 힘을 받아 힘이 작용하는 방향으로 ℓ만큼 움직였을 때

힘이 한 일 A는 다음과 같다.

A=Fℓ 
그러나 힘 F가 변하는 경우에는 일을 우에서와 같이 구할수 없다.

( ) tdtvS
T

t
∫=
0

례
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이제 x축방향으로 작용하면서 크기가 변하는 힘을 받아 어떤 물체가 x=a에서부

터 x=b까지 움직였을 때 이 힘이 수행한 일을 구하는 문제를 생각해보자.

힘이 x축방향으로 향하고 매 점에서 크기가 달라지므로 힘은 점 x의 함수로 볼수

있다. 즉

F=F(x)(a≤ x≤ b)
이제 구간 [a, b]를 점

a=x₀＜x₁＜…＜xi-1＜xi＜…＜xn=b
들로 n개의 부분으로 같게 나누자. 이때 [a, b]를 충분히 잘게 나누면 나눔구간

[xi-1, xi]는 매우 작은 구간으로 되므로 이 구간에서 힘은 거의 일정하다고 볼수

있다. 따라서 이 구간에서 힘이 한 일은

)  ],[()(F ,1 n
abxxxx iiii

−
=∆∈∆ −ξξ

에 가깝다. 그러므로 구하려는 일 A는

∑
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∆≈
n

i
i x

1
)(FA ξ

따라서 ∑
=

∞→
∆=

n

i
in

x
1

)(FlimA ξ 로 정할수 있다. 이리하여

한끝이 고정되여있는 어떤 용수

철을 1cm 늘구는데 1N의 힘이

든다. 이 용수철을 5cm 늘굴 때

힘은 얼마의 일을 하겠는가?(그림 4-21)

(풀이) 튐성법칙에 의하여 힘 F는 늘어난

길이 x에 비례한다. 즉

F=kx
여기서 k는 비례곁수다.

x=0.01(m)일 때 F=1(N)이므로

1=k·0.01, k=100
따라서 F(x)=100x
이리하여 구하려는 일 A는

)J(125.050100A |
05.0

0

2
05.0

0

=== ∫ xxdx

x축의 원점 O에 질량이 m인 질점이 놓여있다. 이때 x축의 x점에

놓여있는 단위질량을 가진 질점의 방향은 원점 O로 향하고 크기가

x 

F 

그림 4-21

례 1

례 2

( )∫=
b

a

dxxFA  
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2x
mk 인 끌힘이 작용한다. 여기서 k는 비례곁수다. 단위질량을 x축을

따라 점 x=a에서 x=b까지 가져갈 때 끌힘이 하는 일을 구하여라. 또

x=a에서 무한히 멀리 가져갈 때 끌힘이 하는 일을 구하여라.

(풀이) 단위질량을 점 a에서 점 b까지 가져갈 때 끌힘이 하는 일 A는
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−== ∫ ba
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또한 점 a에서 무한히 멀리 가져갈 때 끌힘이 하는 일은

∫∞→
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mk 2limA

로 생각할수 있다. 이리하여

a
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kmdx
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문 제 

 
1. 피스톤이 작용하는 원통속에 기체가 들어있다.

(그림 4-22) 피스톤의 밑면적은 S이다. 기체의

체적이 v0에서 v1까지 불어날 때 기체의 압력이

하는 일을 계산하여라. 기체의 압력 p와 체적

v사이에는 pv=c( c는 상수)라는 관계가 있다.

2. 두 점전하 q1과 q2사이에 작용하는 힘은

F= 2
21

r
qqk 이다. 여기서 r는 두 점전하사이의

거리이고 k는 비례곁수다. 점전하 q1을 고정시키고 그로부터 R1만큼 떨어진

점에서부터 점전하 q2를 q1에서 R2만 한 거리까지 가져갈 때 힘이 하는 일을

구하여라.

1. 포물선 24 xy −= 과 직선 2+−= xy 및 x축에 의하여 둘러싸인 도형의 면적을

구하여라.

2. 포물선 xy 92 = 와 직선 xy 3= 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

3. 두 포물선 32 2 −−= xxy 과 322 ++−= xxy 에 의하여 둘러싸인 도형의 면적을

구하여라.

4. 곡선 3xy = 과 두 직선 xyxy == ,2 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

5. 타원 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

를 x축주위로 돌려서 생기는 립체의 체적을 구하여라. 또한 y축

주위로 돌렸을 때 생기는 립체의 체적을 구하여라.

v0 v1

그림 4-22

련 습 문 제
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6. 곡선 )0(sin π≤≤= xxy 를 x축주위로 돌려서 생긴 립체의 체적을 구하여라.

7. 곡선 xy −=1 와 두 자리표축으로 둘러싸인 도형을 x축 및 y축 주위로 각각 돌

렸을 때 생기는 립체의 체적을 구하여라.

8. 물체가 속도  cm/s26 2ttv −= 로 직선운동을 하고있다. 이 물체가 운동을 시작하

여 멎을 때까지 운동한 거리를 구하여라.

9. 물체가 속도  (cm/s) sin2 tv π= 로 직선운동을 하고있다.  t=3에서부터  t=5.5까지

사이에 이 물체의 변위와 이 시간사이에 물체가 지나간 거리를 구하여라.

10. 길이 1m, 자름면의 반경이 2mm인 구리줄을 더 늘굴 때 장력이 하는 일을 구

하여라.  길이가 lm,  자름면의 면적이 Smm2인  튐성체를xm  더 늘굴 때

장력 F는 x
l

ESF = 로 주어진다. 여기서 E는 튐성곁수이다.

11. 한끝이 고정된 용수철을 6N의 힘으로 잡아당겨 8cm 더 늘구었다. 이때 힘이

한 일을 구하여라.

1. 다음 적분을 구하여라.
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∫∫∫
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2. 다음 적분을 구하여라.

∫∫
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1
4
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1
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)3(

dx
x

x
xx
dx

2)1)

3. 다음 극한을 정적분으로 표시하고 계산하여라.
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4. cxxxdxxf +++=∫ 2
3

2

3
)]([ 일 때 적분 ∫

1

0

3)]([ dxxf 를 구하여라.

5. )),()(()( ∞+−∞∈=+ xxftxf 일 때 ∫∫ =
+ tta

a

dxxfdxxf
0

)()( 이라는것을 증명하여라.

6. 다음것을 증명하여라.

)(0)( bxaxf ≤≤≥1) 이면 0)( ≥∫
b

a

dxxf

)()()( bxaxgxf ≤≤≤2) 이면 ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

7. 질점이 속도 v(t)로 직선운동을 한다. 그의 자리표는 다음 공식으로 구할수 있다

는것을 증명하여라.(여기서 x0=x(t0)은 질점의 처음 자리표이다.)

∫+=
t

t

dttvxtx
0

)()( 0

8. 질점이 가속도 a(t)로 직선운동을 한다. 그의 속도 v(t)는 다음 공식으로 구해진

다는것을 증명하여라.(여기서 0v 은 질점의 처음속도이다.)

∫+=
t

t

dttavtv
0

)()( 0

9. 포물선 xxy 32 −= 와 직선 043 =−+ xy 으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라.

10. 포물선 xy 22 = 는 원 822 ≤+ yx 의 면적을 어떤 비로 나누는가?

11. 포물선 pxy 22 = 와 직선 ax = 로 둘러싸인 도형을 x축주위로 돌렸을 때 생기는

립체의 체적을 구하여라.

12. 곡선 23 4xy = 과 직선 2=y 로 둘러싸인 도형을 y축주위로 돌렸을 때 생기는

립체의 체적을 구하여라.

13. 두 물체가 같은 시간에 같은 곳으로부터 각각 v=3t2(m/s)과 v=2t(m/s)의
속도로 한 직선을 따라 직선운동을 시작하였다. 12초 지나서 이 물체들은 서로

얼마만한 거리에 떨어져있겠는가?

14. 로케트를 드림선방향으로 쏘아올렸다. 추진력이 일정할 때 로케트의 가속도는

다음 식으로 계산된다.

)0(A
>−

−
= bta

bta
y

로케트의 초기속도를 령이라고 할 때 t시간 지난 후의 속도를 구하여라.

또한 t=t1인 시각에 로케트는 얼마만한 높이에 올라가는가?

15. 정적분을 써서 푸는 물리문제를 하나 만들고 풀어라.
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뉴톤과 라이브니쯔에 의한 미분적분학의 창시

오늘 미분적분학으로서 미분법과 적분법은 뗄래야 뗄수 없는 깊은 관계에 있지

만 력사적으로는 전혀 다른 기원을 가지고있다. 미분법은 량의 변화에 관한 연구로

부터 시작되였고 적분법은 곡선이나 곡면으로 둘러싸인 도형의 면적이나 체적을 구하

는 문제로부터 시작되였다. 미분법과 적분법이 생겨난 과정은 다르지만 어느것이나

《무한》, 《극한》의 사상이 중심으로 되고있는것과 함께 한쪽의 방법을 거꾸로

하면 다른쪽의 방법으로 넘어가는것과 같이 밀접히 련관되여있다. 이것을 명백히 한

것이 바로 뉴톤과 라이브니쯔이다.

뉴톤과 라이브니쯔는 미분적분학창시의 선구자들의 업적에 토대하여 독립적으로

미분법과 적분법을 하나의 학문으로 통일시킴으로써 대체로 완성된 미분적분학이 창

시된것으로 본다.

뉴톤(1643년－1727년)은 17세기의 가장 유명한 영국의 수학자, 물리학자, 천문

학자이다. 뉴톤은 오늘의 미분법에 해당한것을 《흐름률법》(method of fluxion)

이라고 불렀다. 그의 리론에서 《흐름》(fluent)이라고 불리워지고있는것은 운동에

서 시간과 함께 변하는 량 즉 시간의 함수이다. 그리고 《흐름률》(fluent)이라고

하는것은 극히 짧은 시간동안의 흐름의 변화률로서 오늘날의 미분곁수에 해당한다.

고대그리스시기로부터 시작하여 뉴톤 이전 시기의 모든 수학자들은 면적을 무한히

작은 불가분량의 합으로 생각하였으나 뉴톤은 면적의 흐름률을 확정해놓고 그로부터

본래 함수를 구하는 방법으로 즉 역흐름률법으로 면적을 구하는 방법을 내놓았다.

이와 같이 뉴톤은 여러가지 접선을 구하는 수법, 면적을 구하는 수법을 두가지

보편적수법인 《정흐름률법》(미분법)과 《역흐름률법》(적분법)으로 통일시켰다.

라이브니쯔(1646년－1716년)는 도이췰란드의 수학자, 철학자이다.

라이브니쯔는 곡선에 접선을 긋는다는 기하학적문제로부터 뉴톤의 흐름률에 대응

하는 미분곁수에 이르렀다. 라이브니쯔의 미분적분학은 《불가분량해석학》 또는

《무한소해석학》이라고 불리운다. 여기서는 《련속률》이라는 원리가 작용하고있는

데 이것은 뉴톤의 극한개념의 역할을 하고있다.

라이브니쯔는 수학에서 기초의 중요성을 제창하고 기묘한 기호법을 완성하였다.

그는 미분법을 차의 계산, 적분법을 합의 계산으로 생각하고 미분기호 ｄ

(차〃diffence〃의 첫 글자), 적분기호 ∫(합 〃summa〃의 첫 글자를 우아래로

길게 늘인것)를 사용하였다. 미적분학의 창시는 수학을 불변량을 대상으로 하던 정

적인 수학으로부터 변량을 연구대상으로 하는 동적인 수학으로 넘기였으며 수학발전

력사에서 하나의 전환적계기를 열어놓은 인류과학발전에서 특이할만 한 사변이였다.

상 식
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새로 나온 수학 – 카오스

산봉우리에서 돌을 굴릴 때 그 자리길을 예측한다고 하여도 처음위치와

방향을 약간 변화시키면 그 자리길을 예측할수 없게 된다.

이처럼 처음조건을 약간 변화시킬 때 예측할수 없는 상태로 되는것을

카오스현상이라고 부른다.

카오스(Chaos)란 말은 그리스어로 《혼돈》을 의미한다. 자연 및 사

회현상에서 처음조건에 의해 질점의 위치가 결정되는 계를 결정론적계라고

부르며 브라운운동에서처럼 질점의 위치를 확정할수 없는 계를 비결정론적

계라고 부른다.

최근시기에 류체의 흐름을 연구하면서 외부적환경을 약간 변경시키면

란류가 생기는것을 통하여 결정론적계도 비결정론적계도 아닌 새로운 카오

스계가 있다는것이 밝혀졌다.(1960년대)

카오스현상은 비선형미분방정식의 풀이와 련결되여있는데 21세기에 들

어와 비선형현상이 수학의 중요한 연구대상으로 등장하면서 카오스연구는

현대수학의 중요한 연구분야로 되고있다.

콤퓨터와 수학적모형화리론의 발전으로 카오스리론은 매우 급속히 발전

하고있는 현대응용수학의 핵심분야로 되고있으며 특히 류체력학, 항공력학,

분사구리론 등 류체의 흐름연구에서 중요한 역할을 하고있다.
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사건과 확률 

우연량의 확률분포 

통계자료처리 

통계적추정과 예측 

제5장. 확률과 통계
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1. 사건과 그 산법  

윷놀이를 할 때 윷가락을 던지면 《도》, 《개》, 《걸》, 《쓩》, 《모》가운데

어느 하나가 나온다.

윷가락을 던지는것과 같이 어떤 현상이 일어나도록 조건을 지어주는것을 시행,

《모》라든가 《개》와 같이 시행의 결과에 일어나는 현상을 사건이라고 부른다.

알아보기 1부터 10까지의 수가 하나씩 적혀있는 수자카드가 들어있는 통에

서 아무렇게나 2개의 수자카드를 꺼낼 때 다음의 사건들이 일어

날수 있는가?

1) 수들의 합이 2보다 작지 않을 사건

2) 수들의 합이 30과 같을 사건

3) 수들의 합이 10보다 작을 사건

확실한 사건을 Ω , 불가능한 사건을 φ로 표시하고 우연사건을 A, B, C,… 로

표시한다.

확률론에서는 주로 우연사건을 대상으로 한다.

이러저러한 시행의 결과로 나타나는 사건들은 서로 련관되여있으며 몇개의 사건

들이 결합되여 새로운 사건이 생긴다.

그러므로 사건들의 산법을 고찰해야 한다.

합사건 

시행의 결과에 두 사건 A와 B가운데 어느 한 사건이 일어나도 일어나는 사건을

두 사건 A와 B의 합사건이라고 부르고 A∪B(또는 A+B)로 표시한다.

차사건 

시행의 결과에 두 사건 A와 B가운데 A는 일어나고 B는 일어나지 않는 사건을

A와 B의 차사건이라고 부르고 A\B (또는 A-B)로 표시한다.

적사건 

시행의 결과에 A와 B가 동시에 일어나면 일어나는 사건을 사건 A와 B의 적사

건이라고 부르고 A∩B(또는 AB)로 표시한다.

사건 A와 B에 대하여 사건 A가 일어나면 늘 사건 B가 일어날 때 사건 A는

시행의 결과 반드시 일어나는 사건을 확실한 사건, 절대로 일어나지 않

는 사건을 불가능한 사건, 일어날수도 있고 일어나지 않을수도 있는 사건을

우연사건이라고 부른다. 

제1절. 사건과 확률
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사건 B에 포함된다고 하고 A⊆B로 표시하며 A⊆B이고 B⊆A이면 A와 B는 같다고

말하고 A=B로 표시한다.

배반사건 

두 사건 A, B에 대하여 A∩B=φ 즉 적사건이 늘 불가능한 사건일 때 A와 B를

서로 배반이라고 부른다.

나머지사건 

두 사건 A, B에 대하여 A∩B=φ, A∪B=Ω이면 B를 A의 나머지사건(또는 A

를 B의 나머지사건)이라고 부르고 A (또는 B )로 표시한다.

어떤 함에 1등품, 2등품, 3등품이 섞여있다. 여기서 아무렇게나 한개를

꺼낼 때 1, 2, 3등품이 나올 사건을 321 A,A,A 으로 표시할 때 다음

사건들은 어떤 사건인가?

A1∪A2, A1∩A2, 3A , A1∪A2∪A3, 21 AA U

(풀이) A1∪A2는 1등품 또는 2등품이 나올 사건이고

A1∩A2은 1등품도 나오고 2등품도 나올 사건인데 이것은 불가능하다.

3A 은 3등품이 아닌것이 나올 사건이므로 3A =A2∪A1

A1∪A2∪A3은 1, 2, 3등품가운데 어느 하나가 나올 사건이므로 확실한

사건이다.

21 AA U 는 1등품이거나 2등품이 나오지 않을 사건이므로 21 AA U = 3A

문 제

1. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 던지는 시행에서 다음의 사건은 어떤

사건인가?

1) 검은색과 흰색이 동시에 나타날 사건

2) 검은색이 나타날 사건

3) 검은색이나 흰색이 나타날 사건

4) 흰색이 나타날 사건

2. 다음 사건들은 어떤 사건인가?

1) 도체에 전기가 흐르면 열이 발생한다.

례
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2) 보통온도에서 납땜은 녹는다.

3) 돌을 던지면 아래로 떨어진다.

4) 표준대기압에서 0℃이면 물은 언다.

5) 한 사람이 한번 사격하여 목표를 명중한다.

3. 어떤 제품이 합격품으로 되는 사건을 A, 불합격품으로 되는 사건을 B, 합격품가

운데서도 1등품일 사건을 C, 1등품이 아닐 사건을 D로 표시하면 다음의 사건들

은 어떤 사건들인가?

1) A∪B, A∪C, B∪C 2) A∩B, A∩C, A∩D

3) A\B, A\C, A\D

4. 세 사건 A, B, C에 대하여 어느 사건이 사건 CBA UU 인가?

1) 세 사건가운데서 적어도 한 사건은 일어나지 않는다.

2) 세 사건이 다 일어나는것은 아니다.

3) 세 사건이 다 일어나지 않는다.

4) 어느 한 사건이라도 일어난다.

5. 세 사건 A, B, C가운데서 두 사건만 일어날 때 일어난다고 보는 사건을 산법기

호를 써서 식으로 나타내여라.

2. 사건의 확률  

자연현상들가운데는 우연적인것이 적지 않으므로 자연을 정복하고 그것을 인민

경제발전에 더 잘 리용하기 위해서는 실천과정에서 부닥치게 되는 각이한 우연현상

들을 분석해야 하며 이러저러한 사건들이 일어날 가능성을 타산해야 한다.

확률의 통계적정의 

한번의 시행에서 주목하는 사건이 나타나겠는가 나타나지 않겠는가는 단정할수

없다. 그러나 같은 시행을 여러번 반복할 때 사건의 출현은 어떤 일정한 합법칙성에

따른다는것을 알수 있다. 이 합법칙성을 통하여 그것이 나타날 가능성정도를 량적으

로 평가할수 있다.

앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던질 때 앞면이 나타날 가능성을 고찰하기 위해

진행한 실험결과를 표로 나타내면 다음과 같다.

 

던진 회수(n) 앞면출현수(k) 빈도률 







n
k

 

2 048

4 040

12 000

24 000

30 000

72 088

1 061

2 048

6 019

12 012

14 984

36 124

0.518 1

0.506 9

0.501 6

0.500 5

0.499 6

0.501 1



 189

많은 실험결과는 시행의 회수 n을 크게 하면 빈도률
n
k
가 어떤 수 P에 가까

와간다는것을 보여준다. 이 수 P를 사건 A의 확률이라고 부른다.

n번의 시행에서 사건 A가 k번 일어났다고 할 때 k를 사건 A의 빈도수, 비
n
k
를

사건 A의 빈도률이라고 부른다.

알아보기 원판을 던지는 시행에서

1) n이 커질 때 빈도률
n
k
는 어떤 수에 가까와지는가?

2) 원판을 던질 때 앞면이 나타날 가능성을 얼마로 보아야 하겠

는가?

이렇게 확률을 정하는것을 확률의 통계적정의라고 부른다.

통계적방법으로 확률을 구하자면 시행을 수많이 되풀이해야 하는데 이렇게 하는

것은 어려우므로 시행회수 n이 상당히 클 때의 빈도률
n
k
를 사건 A의 확률로 본다.

그러므로 이 확률은 어디까지나 근사값이다.

원판을 던지는 시행에서 앞면이 나타나는 사건의 빈도률
n
k
는 n이 커짐

에 따라 0.5에 접근한다.

따라서 이 사건의 확률은 P=0.5이다.

어느 공장에서 생산한 전구 2 000알가운데 수명이 3 000시간이상 되는

것이 1 860알 들어있다. 이런 전구들이 들어있는 통안에서 아무렇게나

한개 꺼냈을 때 그것의 수명이 3 000시간이상일 확률을 구하여라.

93.0
2000
1860P ==  

문 제 

1. 어떤 사수가 동일한 조건밑에서 사격을 진행한 결과 다음 표와 같은 성적을 얻었다면

명중확률은 얼마이겠는가? 사수는 매 사격에서 10발씩 쏘았다고 한다.

례 1

례 2
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2. 통안에 15개의 제품이 들어있다. 통안에서 아무렇게나 한개의 제품을 꺼내여 그

것이 몇등품인가를 조사하고 다시 통안에 넣는다. 이렇게 500번 조사하였는데 1

등품이 324번 나타났다. 1등품이 통안에 몇개나 있다고 볼수 있는가?

 

고전적정의 

어떤 사건들에 대해서는 시행을 반복하지 않고 그 확률을 정할수 있다.

알아보기 주사위(그림 5-1)를 한번 던질 때 웃면에 i개의 눈이 나타나는 사

건을 각각 Ei( 6,,2,1 L=i )라고 표시하면

1) 일어날수 있는 사건이 몇가지인가?

2) 사건 2E 이 나타날 가능성은 얼마인가? 사건 3E 이 나타날 가

능성은 얼마인가?

3) iE 들가운데 한 사건이 일어날 때 다른 사건도 함께 일어나는

경우가 있는가?

4) 웃면에 짝수개의 눈이 나타나는 사건은 어떤 사건들로 이루어

지는가?

5) 웃면에 3의 배수개의 눈이 나타나는 사건은 어떤 사건들로 이

루어지는가?

한번의 시행에서 나타날수 있는 사건을 요소사건이라고 부른다.

이때 어떤 두 요소사건도 서로 배반이며 모든 사건들은 요소사건들로 이루어진다.

이제부터 한번 시행에서 나타날 가능성이 같은 n개의 요소사건이 일어나는 경우

를 고찰하겠다.

회수 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

명중한 회수 9 9 10 10 10 8 9 9 10 10 9 8 7

그림 5-1
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윷가락을 던지는 시행에서 요소사건의 수는 얼마인가?

(풀이) 윷가락은 앞면과 뒤면이 구별되는 4개의 가락으로 되여있다.

이것들을 던질 때 매 가락은 앞면 또는 뒤면의 어느 한 면만을 나타낸다.

그러므로 윷가락을 던지는 시행에서 나타나는 매 사건은 앞면과 뒤면의

2개 원소로 이루어진 모임에서 4개를 뽑은 중복순렬과 같다.

따라서 이 시행에서의 요소사건수는

П
4
2 = 1624 =

알아보기 만년필이 7자루, 원주필이 3자루 들어있는 통에서 아무렇게나 한

자루 꺼낼 때 그것이 만년필일 가능성이 크다고 말하면 옳은가?

왜 그런가?

이렇게 확률을 정하는것을 확률의 고전적정의라고 부른다.

아무런 사건 A에 대해서나 늘 ( ) 1A0 P ≤≤ 이다. 특히

P 1)( =Ω , P(φ)=0

앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던지는 시행에서 요소사건수는 2이고

앞면이 나타나는 사건은 1개이므로 앞면이 나타날 사건을 A라면

( )
2
1AP =

이것은 앞에서 통계적방법으로 구한 확률과 일치한다.

윷놀이를 할 때 《도》, 《개》, 《걸》, 《쓩》, 《모》가 나오는

사건들이 확률이 같은 사건이라고 볼수 있는가?

(풀이) 윷가락을 던지는 시행에서 요소사건수는 16이다. 《도》, 《개》, 《걸》,

《쓩》, 《모》가 나오는 사건들을 A, B, C, D, E라고 하자.

한 시행에서 일어날수 있는 요소사건들이 모두 n개이고 사건 A가

( )nkk ≤≤0 개의 요소사건들로 이루어진 사건이면
n
k
를 사건 A의 확률이

라고 부르며 P(A)로 표시한다. 즉

P(A)=
n
k

례 3

례 4

례 5
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윷가락 4개가운데서 한개만 앞면이 나타난것이 《도》이므로 《도》가 나

오는 사건은 1
4C 개의 요소사건으로 이루어진다. 따라서

P(A)
4
1

16
4

16
C1

4 ===

《개》가 나오는 사건은
2
4C 개의 요소사건으로 이루어지므로

P(B)=
8
3

16
6

16
C2

4 ==

《걸》이 나오는 사건은 3
4C 의 요소사건으로 이루어지므로

P(C)=
4
1

16
4

16
C3

4 ==

《쓩》과 《모》는 각각 0
4

4
4 C,C 개의 요소사건으로 이루어진다.

그런데 1CC 4
4

0
4 == 이므로

P(D)=P(E)=
16
1

그러므로

P(D)=P(E)<P(A)=P(C)<P(B)

어떤 양어장에서 100마리의 물고기를 잡아 붉은 표식을 하여 놓아주었다.

얼마후 새로 물고기를 100마리 잡아보니 붉은 표식이 있는 물고기가 2

마리였다. 저수지에 물고기가 모두 몇마리정도 있겠는가?

(풀이) 저수지에 있는 물고기수를 x라고 하고 이때 임의로 한마리의 물고기를 잡

았을 때 붉은 표식이 있을 확률은
x

100
이라고 볼수 있다.

한편 100마리를 잡았을 때 붉은 표식이 있는것이 2마리였으므로 붉은 표

식이 있는 물고기가 잡힐 확률은
100

2
이다.

따라서

100
2100

=
x

x=5000 답. 5 000마리

(주의) 이 실례에서
100

2
는 통계적정의에 기초하고있으며

x
100

은 고전적정의에

기초하고있다.

례 6
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문 제

1. 3개의 정수와 2개의 부수가 있다. 그가운데서 아무렇게나 2개를 잡을 때 그것들

의 적이 정수일 사건 A와 부수일 사건 B의 확률을 구하여라.

2. 주사위를 2개 던졌을 때 웃면에 나타나는 눈수의 합이 9로 될 사건의 확률을 구

하여라.

3. 매 면을 고르롭게 칠한 바른6면체를 1 000개의 크기가 꼭같은 쪼각바른6면체로

나누고 섞은 다음 임의로 한쪼각 바른6면체를 잡았을 때 2개 면이 색칠되였을

확률을 구하여라. 또 어느 면도 색칠되지 않았을 확률을 구하여라.

4. 1등품이 10개, 2등품이 3개, 3등품이 2개 들어있는 통에서

1) 아무렇게나 한개를 꺼낸것이 1등품일 확률을 구하여라.

2) 아무렇게나 2개를 꺼낸것이 다 1등품일 확률을 구하여라.

3) 아무렇게나 2개를 꺼냈을 때 그가운데 하나는 1등품이고 다른 하나는 2등품일 확

률을 구하여라.

5. 같은 종류의 제품 N개가운데 1등품이 M( ≤ N)개 있다. 여기서 아무렇게나

n(≤N)개를 꺼낼 때 거기에 1등품이 m(≤M)개 있을 확률을 구하여라.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 더하기정리와 곱하기정리  

더하기정리 

 

 

 

 

정리 1. 배반사건의 합사건의 확률은 매개 사건의 확률의 합과

같다. 즉

A∩B=φ이면 P(A∪B)=P(A)+P(B) 

 탐 구

너비가 a인 접촉지뢰를 ℓ인 간격(a＜ℓ)으로 매설하였다. 땅크의 너비

는 b이고 무한궤도의 너비는 k(a<b-2k)라고 한다. 지뢰원에 의하여 땅크가

파괴될 확률을 구하여라.
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(증명) 요소사건들의 개수를 n, 이가운데서 사건A, B 를 이루는 요소사건의 수

를 각각 21 , mm 라면

( ) ( )
n

m
n

m 21 BP,AP ==

A, B는 배반사건이므로 A∪B는 21 mm + 의 요소사건들로 이루어진다.

따라서

( ) ( ) ( )BPAPBAP 2121 +=+=
+

=
n

m
n

m
n

mm
U

일반적으로 사건 nA,,A,A,A 321 L 들이 서로 배반이면

P(A1∪A2∪…∪An)=P(A1)+P(A2)+…+P(An)

(증명) A와 A 는 배반사건이고 A∪A =Ω이므로 정리 1에 의해

P(A∪A )=P(A)+P(A )=1

따라서

P(A )=1-P(A )

60개의 제품이 들어있는 상자에서 1등품이 51개, 2등품이 7개, 3등품이 2개

라고 한다. 이 상자에서 아무렇게나 한개의 제품을 꺼낼 때 그것이 1등품이거

나 2등품일 사건 C와 3등품일 사건 D의 확률을 구하여라.

(풀이) 꺼낸 제품이 1등품일 사건을 A, 2등품일 사건을 B로 표시하면

P(A)=
60
51

, ( )
60
7BP =

그런데 C=A∪B, A∩B=φ이므로

( ) ( ) ( )
30
29

60
58

60
7

60
51BPAPCP ==+=+=

그리고 CD = 이므로

( ) ( )
30
1

30
291CP1DP =−=−=

20마리의 토끼가운데 검은 토끼가 7마리이고 나머지는 흰 토끼이다. 이

가운데서 아무렇게나 4마리의 토끼를 꺼낼 때 적어도 한마리가 검은 토

끼일 확률을 구하여라.

(풀이) 20마리가운데서 4마리를 꺼내는 시행이므로 가능한 경우수는 4
20C 이다.

계. 사건 A의 나머지사건 A 의 확률은

( ) ( )AP1AP −=  

례 2

례 1
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그가운데 4마리가 모두 흰 토끼일 사건은 4
13C 개의 요소사건으로 이루어

진다. 이 사건을 A로 표시하면 4마리가운데 적어도 한마리가 검은 토끼

일 사건은 A 이므로 그 확률은 다음과 같다.

P(A )=1-P(A)=1- 85.0
969
826

969
1431

17181920
101112131

C
C

4
20

4
13 ≈=−=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

−=

일반적으로 임의의 두 사건 A, B에 대하여 다음 식이 성립한다.

100이하의 자연수가운데서 임의로 잡은 수가 2 또는 5로 완제될 확률을

구하여라.

(풀이) 임의로 잡은 수가 2로 완제될 사건을 A1, 5로 완제될 사건을 A2로 표시

하면 2 또는 5로 완제될 사건은 A1과 A2의 합사건이다.

그런데 2와 5로 완제되는 수 즉 10의 배수들이 있으므로

≠21 AA I φ

그러므로 1A 와 2A 는 배반사건이 아니다.

따라서

P(A1∪A2)=P(A1)+P(A2)-P(A1∩A2) 5
3

100
10

100
20

100
50

=−+=

 

문 제 

1. 50개의 제품가운데 2등품이 10개 있다고 한다. 아무렇게나 5개의 제품을 꺼낼

때 2등품이 적어도 한개 들어있을 확률을 구하여라.

2. 40개의 공가운데 롱구공이 10개 들어있다. 아무렇게나 6개의 공을 잡을 때 롱구

공이 2개이상일 확률을 구하여라.

3. 일반화된 더하기공식 P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(A∩B)를 증명하여라.

4. 1부터 20까지의 수를 하나씩 써넣은 20개의 카드가운데서 아무렇게나 한 카드를

잡았을 때 거기에 적힌 수가 2의 배수이거나 3의 배수일 확률을 구하여라.

5. 1부터 20까지의 번호를 붙인 20장의 카드가 있는 상자에서 임의로 3장을 꺼낼

때 5의 배수가 적어도 하나 들어있을 확률은 ( )이다.

1)
5

19
2)

57
29

3)
57
39

4)
57
49

P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(A∩B)

례 3
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곱하기정리  

알아보기 1) 두개의 주사위를 하나씩 던질 때 두번째 주사위의 웃면에 1의

눈이 나타나는 사건의 확률은 첫번째 주사위의 웃면에 어떤

눈이 나타났는가에 관계되는가?

2) 흰 공이 7개, 검은 공이 3개 들어있는 통에서 2개의 공을 임

의로 하나씩 꺼낼 때 두번째로 꺼낸 공이 흰 공일 사건의 확

률은 첫번째로 어떤 공을 꺼냈는가에 관계되는가?

1)에서 둘째 주사위의 웃면에 1의 눈이 나타나는 사건은 첫번째 주사위의 웃면에

어떤 수의 눈이 나타났는가에 관계없이 일어날수도 있고 일어나지 않을수도 있다. 이

와 같이 두 사건 A, B에서 어느 한 사건이 일어날 확률이 다른 사건이 일어났는가

일어나지 않았는가에 관계되지 않을 때 두 사건 A, B는 서로 독립이라고 말한다.

2)에서와 같이 일반적으로 시행을 두번 실시할 때 첫 시행에서 사건 A가 일어났

는가 일어나지 않았는가에 따라 두번째 시행에서 사건 B가 일어날 확률이 달라질 때 사

건 B는 사건 A에 종속된다고 말한다.

흰 공이 7개, 검은 공이 3개 들어있는 통에서 처음 꺼낸 공이 흰 공일 사건 A,

두번째로 꺼낸 공이 흰 공일 사건을 B라면 ( ) ( )BP,BP
AA 는 어떤 사건의 확

률이며 그 값은 얼마인가?

( )BPA 는 첫번째로 흰 공을 꺼낸 조건밑에서 두번째로 흰 공을 꺼낼 사

건의 확률이다. 그러므로

( )
3
2

9
6

137
17BPA ==
−+

−
=

( )BP
A

는 첫번째로 검은 공을 꺼낸 조건밑에서 두번째로 흰 공을 꺼낼

사건의 확률이다. 그러므로

( )
9
7

110
7BP

A
=

−
=

사건 A가 일어난 조건밑에서 사건 B가 일어날 확률을 조건부

확률이라고 부르고 ( )BPA 로 표시한다.

례 4
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(증명) 요소사건의 수를 n, 그가운데서 사건 A, A∩B를 이루는 요소사건의 수

를 각각 m, k 라면

P(A∩B)
m
k

n
m

n
k

⋅==

그런데 ( ) ( )BP,AP A==
m
k

n
m

이므로

P(A∩B) ( ) ( )BPAP A⋅=

마찬가지로 P(A∩B) ( ) ( )APBP B⋅= 도 증명된다.

A, B가 독립이라면 ( ) ( ) ( ) ( )APAP,BPBP BA == 이므로

P(A∩B)=P(A)·P(B)

3개이상의 사건들에 대해서는 다음 공식이 성립한다.

100개의 제품이 들어있는 제품상자가 있다. 상자에서 5개의 제품을 하나

씩 꺼내여 검사하는데 한개라도 불합격품이 나오면 그 상자의 제품은 모

두 불합격으로 판정된다고 하자. 상자안에 불합격품이 5개정도 들어있다

고 하면 이 제품상자가 불합격으로 판정될 확률은 얼마인가?

(풀이) 제품상자가 합격으로 판정될 사건을 A, i번째 검사에서 합격품이 나올 사

건을 )5,,2,1(A Li 라고 하면

A=A1∩A2∩A3∩A4∩A5

곱하기정리에 의해

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5AAAA4AAA3AA2A1 APAPAPAPAPAP
4321321211 IIIIII=

100개가운데 합격품이 95개이므로

정리 2. 두 사건 A,B의 적사건의 확률은 한 사건의 확률에 이 사건이

일어난 조건밑에서 다른 사건이 일어날 조건부확률을 곱한 적과

같다. 즉

P(A∩B) ( ) ( ) ( ) ( )APBPBPAP BA ⋅=⋅=

례 5

P(A∩B∩C) ( ) ( )CPBP(A)P BAA I=



 198

( )

( )

( )

( )

( )
96

91

197

192
AP

97

92

198

193
AP

98

93

199

194
AP

99

94

1100

195
AP

100

95
AP

=
−

−

=
−

−

=
−

−

=
−

−

=

=

=

=

=

5AAAA

4AAA

3AA

2A

1

4321

321

21

1

III

II

I

따라서 ( ) 77.0≈= ⋅⋅⋅⋅
96

91

97

92

98

93

99

94

100

95
AP

제품상자가 불합격품으로 판정될 확률은

( ) 0.23AP ≈−1

문 제 

1. 100개의 부속품가운데 2등품이 1개 있다. 부속품을 한개씩 꺼내서 질을 검사할

때 다음 확률을 구하여라.

1) 첫번째에 2등품이 나올 확률

2) 두번째에 2등품이 나올 확률

3) 세번째에 2등품이 나올 확률

2. 흰 공이 4개, 붉은 공이 3개 들어있는 통에서 공을 한개씩 꺼낸다. 첫째것이 흰

공이고 둘째것이 붉은 공일 확률을 구하여라.

3. 세 종류의 전자요소가 고장없이 동작할 확률이 각각 0.8, 0.85, 0.9이다. 이 요

소들은 각각 독립적으로 동작한다. 이 세 요소가 다 고장없이 동작하게 될 확률

을 구하여라.

  

1. 다음 명제들에서 옳은것을 찾아보아라.

1) 총을 쏠 때 목표를 명중하는 사건과 명중하지 못하는 사건은 일어날 가능성이

같은 사건이다.

2) P(A∪B)=1이면 A와 B는 서로 나머지사건이다.

련 습 문 제
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3) ( ) ( ) 1BPAP =+ 은 두 사건 A, B가 서로 나머지사건이기 위한 필요조건이다.

4) P(A∪B) ( ) ( )BPAP += 이면 사건 A, B는 서로 독립이다.

5) A, B가 배반사건이면 P(A∩B) ( ) ( )BPAP ⋅= 이다.

2. 아무렇게나 두자리수를 쓸 때 그 수자들의 합이 10으로 될 확률을 구하여라.

3. 20마리의 토끼가운데 5마리가 검은 토끼이다. 이가운데서 아무렇게나 2마리를

꺼낸것이 다 검은 토끼일 확률을 구하여라.

4. 상자속에 6개의 흰 공과 4개의 검은 공이 들어있다. 이 상자속에서 임의로 3개

의 공을 꺼낼 때 그가운데 2개가 흰 공, 한개가 검은 공일 확률을 구하여라.

5. 1부터 9까지의 수자를 하나씩 쓴 9매의 카드가 있다. 이가운데서 아무렇게나 5

개의 카드를 꺼낼 때

1) 1, 2, 3이 다 들어있을 확률을 구하여라.

2) 7이상이 하나만 들어있을 확률을 구하여라.

6. 학생 15명가운데서 탁구선수 4명을 뽑으려고 한다. 이때 이미 지정된 2명이 다

탁구선수로 뽑힐 확률은 얼마인가?

7. 은철이와 창현이가 속한 6학년 2반은 40명이다. 이 학급 학생들을 4개의 학습반

으로 10명씩 가를 때 은철이와 창현이가 한 학습반에 속할 확률을 구하여라.

8. 전기회로에 직렬로 련결된 3개의 요소가 있다. 전압이 2배로 올라갈 때 매개

요소가 파괴될 확률은 각각 0.3, 0.4, 0.6이다. 이 회로가 끊어지지 않을

확률을 구하여라.

9. 어떤 전기회로에 20개의 요소가 있다. 이 요소들은 독립적으로 작용하며 고장

없이 가동할 확률은 모두 0.7이다. 매 요소들이 동시에 가동할 확률은 다음것

들가운데 어느것인가?

1) 1-0.320 2) 1-0.720 3) 0.320 4) 0.720

10. 불량품이 5% 들어있는 통에서 5개의 제품을 꺼낼 때 불량품이 한개 들어있는

확률은 다음것들가운데 어느것인가?

1) 5
100

4
95

1
5

C
CC ×

2) 0.954×0.05

3) 4×0.954 4) 5×0.954×0.05



 200

례 1

 

 

1. 2마디분포 

실제 문제들에서는 이러저러한 시행을 한번이 아니라 여러번 거듭 반복할 때가

많다.

실례로 어떤 량을 반복 측정한다든가 실험을 되풀이하는것을 들수 있다.

이러한 시행들의 렬을 시행렬이라고 부른다.

시행렬 { }iT 에서 매 시행 T i 의 결과로 일어나는 사건 A i 들이 서로 독립이면 이

시행렬을 독립시행렬이라고 부른다.

독립시행렬가운데서 가장 단순하면서도 중요한것은 매 시행의 결과가 항상 두가

지로 되고 그 확률이 시행의 번호가 달라져도 변하지 않는 그런 시행렬이다.

매 시행에서 두가지 사건 A,A 만 일어날 때 ｛Ti｝를 단순독립시행렬이라고 부

른다.

1) 사격수가 3발을 단발사격하는것은 단순독립시행렬인가?

2) 명중확률이 p일 때 명중회수의 확률을 구하여라.

(풀이) 1) 매 사격은 독립적으로 진행되며 그 결과는 매 사격에서 명중할 사건

을 A로 표시하면 A이든가 A 로만 된다.  

따라서 사격은 단순독립시행렬이다.

2) ( ) pAP = , ( ) ( ) qp1AP1AP =−=−=

명중회수 0, 1, 2, 3에 대응하는 사건을 B 0 , B 1, B 2 , B 3으로 표시

하면 B AAA0 II= 이므로

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 30
303 qCqqqAPAPAPBP0P =⋅⋅=⋅⋅==

이고

( ) ( ) ( )AAAAAAAAAB1 IIUIIUII= 이므로

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 21
3

21
313 pqCAPAPCBP1P =⋅==

이고

( ) ( ) ( )AAAAAAAAAB2 IIUIIUII= 이므로

제 2 절. 우연량의 확률분포 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) qpCAPAPCBP2P 22
3

22
323 =⋅⋅==

이고 AAAB3 II= 이므로

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 33
333 pCAPAPAPBP3P =⋅⋅==

일반적으로

우의 식에서 P )(mn 은 2마디식 ( )nx qp + 의 전개식에서 mx 곁수로 된다.

그러므로 매 m의 값에 곁수로 되는 확률 ( )mnP 이 대응되였다고 말할수 있다.

이러한 의미에서 ( )mnP ( )nm ,..,1,0= 을 2마디분포라고 부른다.

자동화된 생산공정에서 생산되여나오는 제품들에 대하여 매 시간마다

100개씩 선택하여 검사를 한다고 하자. 정상적인 조건밑에서 불합격품

이 나올 확률은 0.005라고 한다. 이때 불합격품이 5개이상 나올 확률

을 구하여라.

(풀이) 제품을 하나씩 검사하는것은 단순독립시행렬이라고 할수 있으므로 불합격

품의 개수 k의 확률은 2마디분포에 따른다.

따라서 불합격품이 k개 나올 확률은 다음과 같다.

( ) ( ) kkkk −−= 100
100100 005.01005.0CP

불합격품이 5개이상 나오는 사건을 A라면 A 는 불합격품이 4개이하인

사건이다. 따라서

( ) ( ) 9947.0005.01005.0CAP 100
100

4

0
≈−= −

=
∑ kkk

k

따라서

( ) 0053.09947.01AP =−≈

례 2

n개로 된 단순독립시행렬에서 사건 A가 m번 나타날 확률을

Pn(m)이라고 하면

Pn(m)= mnmm
n

−qpC (m=0, 1, 2,…, n)

여기서 p는 매 시행에서 A가 나타날 확률, q는 매 시행에서 A
가 나타날 확률(q=1-p)이다.



 202

이것은 1 000번 검사하였을 때 불합격품이 5개이상 나타나는 사건은 5번

정도 일어난다는것을 보여준다. 즉 정상상태에서는 거의 일어나지 않는다

는것이다.

문 제

1. 주사위를 던질 때 웃면에 6의 눈이 나타날 확률은
6
1
이다. 10번 던질 때 6의 눈

이 나타나는 회수가 7일 확률을 구하여라.

2. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 계속 던질 때 검은색이 계속 나타날

확률이 0.01보다 작게 하기 위해서는 원판을 적어도 몇번 던져야 하는가?

( 5.0p = , 301.02lg = )

3. 《예》 또는 《아니》라고 대답할 6개의 문제에 대하여 되는대로 《예》 또는

《아니》라고 대답하였을 때 다음것을 구하여라.

1) 두 문제만 옳게 대답하였을 확률

2) 3문제이상 옳게 대답하였을 확률

4. 2등품이 10% 들어있는 제품상자에서 아무렇게나 4개의 제품을 꺼낼 때 그속에

들어있는 2등품의 개수의 확률을 구하여라.

5. 2마디분포를 리용하여 윷놀이에서 《도》, 《개》, 《걸》, 《쓩》, 《모》가

나타날 확률을 구하여라.

실험에 의하면 2마디분포에서 n이 충분히 클 때 P )(mn 은 m 의 변화에 따라

증가하다가 감소한다. 이때 ( )mnP 이 최대로 되는 m 을 구하는 문제는 흥미가 있다.

( )
( ) q

p
1qp

qpC
p

1p 111

⋅
+
−

==
+

−

−−++

m
mn

Cm
m

mnmm
n

mnmm
n

n

n

이므로 ( ) ( )mm nn P1P ≤+ 이기 위해서는 1
q
P

1
≤⋅

+
−

m
mn

즉 ( ) 1p1 +≤+ mn 로 될것이

필요하고 충분하다.

그러므로 ( )[ ]p10 += nm (여기서 [ ]는 옹근수부를 표시한다.)라고 하면 다음

사실이 성립한다.

1° ( )p1+n 가 옹근수일 때에는

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nmmm nnnnnn p1pp1p1p0p 00 >>+>=−<<< LL
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2° ( )p1+n 가 옹근수가 아닐 때에는

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nmmm nnnnnn p1pp1p1p0p 000 >>+><−<<< LL

사실 ( )p1+n 이 옹근수이면 p)1(0 += nm 이므로 10 +≤ mm 에서 10 += mm

또는 mm =0 이다. 그러므로 10 −= mm , 0mm = 이므로 )(p)1(p 0 mm nn =−

이다.

p)1( +n 가 옹근수가 아니면 p)1(0 +< nm 이므로 mm =0 이다.

따라서 ( )p1+n 가 옹근수일 때에는 사건 A가 10 −m 또는 0m 번 출현할 가

능성이 제일 크고 ( )p1+n 가 옹근수가 아닐 때에는 0m 번 출현할 가능성이

제일 크다.

가령 포가 8문 있다고 하자. 가동확률이 98%일 때 몇문의 예비포를 가져

야 하는가?

(풀이) 이 문제를 풀자면 가동하지 못할 가능성이 제일 큰 경우를 생각하여야

한다. 가동하지 못할 사건을 A라고 하면 A의 확률은 2% 즉 0.02이다.

따라서

( ) ( ) 18.002.018p1 =×+=+n 이므로 [ ] 018.0 =

이로부터 예비포가 필요없다는 결론이 얻어진다.

만일 이러한 포가 100문이 있다면

( ) ( ) 02.202.01100p1 =×+=+n

이므로 예비포는 2문이 있어야 한다.

 

문 제 

 

1. 20대의 뻐스가 있다. 매 뻐스의 년평균 가동하지 못할 확률은 0.05이다. 몇대의

예비대수를 가져야 뻐스를 만가동할수 있겠는가?

2. 100대의 기대가 있다. 매 기대의 가동확률이 0.98이다. 기대의 만가동을 보장하

려면 몇대의 예비기대를 가져야 하는가?

3. 11명의 축구선수로 구성된 축구팀에서 선수의 출석률이 0.98이다. 후보선수가

몇명이 있어야 하는가?

례 3
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2. 우연량의 확률분포와 특성값 

2마디분포에서 m 이 L,1,0=m 에 따라 변하면 m 의 매 값에는 확률 ( )mnP 이

대응한다. 이와 같이 m 과 같은 변량에 확률이 대응될 때 그 변량을 우연량이라고

부르고 우연량에 확률을 대응시켜놓은것을 확률분포라고 부른다.

2마디분포는 확률분포의 한 실례로 된다.

일반적으로 우연량 x 가 취할수 있는 값이 ,,x,x ⋅⋅⋅21 nx 이고 이에 대응하는 확률

이 np,,p,p 21 L 일 때 x의 확률분포는 표

로 표시할수 있다. 확률분포에서 확률들의 총합은 늘 1이다.

그것은 우연량이 잡을수 있는 모든 값에 대하여 그 값에 대응하는 사건들이

모두 배반사건들이고 그것들의 합사건은 확실한 사건이기때문이다.

주사위를 두번 던질 때 웃면이 나타나는 눈의 수의 합 x 의 확률분포를

구하여라.

(풀이) 주사위를 두번 던질 때 요소사건수는 36이다. 매 사건들을 (i, j)로

표시하자.(여기서 i는 첫번째 나온 눈의 수이고 j는 두번째 나온 눈의

수이다.)

i =2인 사건 (1, 1)

i =3인 사건 (1, 2), (2, 1)

i =4인 사건 (1, 3), (2, 2), (3, 1)

i =5인 사건 (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)

i =6인 사건 (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1)

i =7인 사건 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)

i =8인 사건 (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)

i =9인 사건 (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3)

i =10인 사건 (4, 6), (5, 5), (6, 4)

i =11인 사건 (5, 6), (6, 5)

i =12인 사건 (6, 6)

그러므로 주사위를 두번 던질 때 x의 확률분포는 다음과 같다.

례 1

p 1p  2p  … np

x  1x  2x  … nx
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우연량의 확률분포를 알고있으면 그 우연량의 특성을 완전히 파악할수 있다.

그러나 어떤 경우에는 우연량의 개별적인 특성들만 알아도 될 때가 많다.

우연량의 개별적인 특성가운데서 가장 중요한것이 기대값과 편차이다.

수학적기대값은 우연량이 잡는 값들의 확률적인 평균값이라고 볼수 있으며 우연

량의 확률분포에서 중심을 표시하는 특성량이다.

주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의 개수들의 합의 수학적기대

값을 구하여라.

(풀이) 례 1의 표를 리용하면

7
36
112

18
111

12
110

9
19

36
58

6
17

36
56

9
15

12
14

18
13

36
12E

=⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=x

이것은 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의 수의 합이 7일 때

가 가장 많다는것이다.

한가지 부속품을 생산하는 두 기대의 생산량가운데서 생기는 3등품의

개수 x의 확률분포는 각각 다음과 같다.

이 두대의 생산량이 같다면 어느 기대가 더 좋은가?

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

)(p x
36
1

18
1

12
1

9
1

36
5

6
1

36
5

9
1

12
1

18
1

36
1

우연량 x 가 잡을수 있는 가능한 값들을 nxxx ,,, 21 ⋅⋅⋅⋅ 이라고 하고 그에

대응하는 확률을 각각 np,,p,p 21 ⋅⋅⋅⋅ 이라고 할 때

nnx xxx pppE 2211 +++= L

을 우연량 x 의 수학적기대값 또는 기대값이라고 부른다. 

x2 

p 

0     1     2     3

0.3   0.5    0.2    0  

x1 

p

0     1     2     3 

0.4   0.3    0.2  0.1  

례 2

례 3
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례 4

(풀이) 두 기대의 생산량이 같으므로 3등품의 개수가 더 적은 기대가 좋은 기

대라고 평가할수 있다.

두 기대가 내는 3등품개수의 수학적기대값을 구하면

1
E x ＝０×0.4+1×0.3+2×0.2+3×0.1＝1

2
E x ＝０×0.3+1×0.5+2×0.2+3×0＝0.9

21
EE xx >

따라서 둘째 기대가 첫째 기대보다 더 좋다.

2마디분포에 따르는 우연량의 수학적기대값을 구하여라.

(풀이) x가 2마디분포에 따르는 우연량이면

knkk
nn k −= qpC)(P ( )nk ,,1,0 L=

그러므로 그의 기대값은

( )

( ) pqppqpCp

qp
!!

!qpCE

111
1

1

00

nnn

knk
nkk

nknkk
n

n

k

n

k

knkknkk
n

n

k
x

=+==

−
⋅

==

−−−−
−

=

=

−−

=

∑

∑∑

례를 들면 명중확률이 0.95인 총으로 100발 사격할 때 95발정도는 명중할것이

라고 짐작할수 있다.

문 제

1. 다음 수렬가운데서 우연량 x의 확률분포로 될수 없는것은 어느것인가?

1) 0,
2
1
, 0, 0,

2
1

2) 0.1, 0.2, 0.3

3) p , p1− , p ( )0p ≠ 4)
21

1
⋅

,
32

1
⋅

, ,L ( ) nn ⋅−1
1

,
n
1

2. 어떤 놀이감공장의 한 작업반에서 동일한 종류의 놀이감을 생산하는데 생산된 제

품가운데서 1등품이 85%, 2등품이 10%, 3등품이 5% 있고 개당 1등품의 값은

100원, 2등품의 값은 90원, 3등품의 값은 85원이다. 이 작업반에서 하루 평균

생산량이 1 000개이라면 매일 작업에 착수하기 전에 이 작업반에서는 얼마만한

수입을 기대할수 있는가?

3. 명중확률이 0.95로 평가된 사격수가 3번 사격할 때 목표판에 명중한 회수 x 의

확률분포와 수학적기대값을 구하여라.
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우연량 x 의 수학적기대값을 xE 라고 할 때

( ) ( ) ( ) nxnxx xxx pEpEpE 2
2

2
21

2
1 −+⋅⋅⋅+−+−

을 우연량 x의 분산 또는 2 제곱편차라고 부르고 ( )x2σ 로 표시한다.

즉

( ) ( ) kxk

n

k
xx pE 2

1

2 −= ∑
=

σ

그리고  

( ) kxk

n

k
xx pE)( 2

1
−= ∑

=

σ

를 표준편차라고 부른다. 

례 5

4. 원둘레모양의 고리를 던져 말뚝에 거는 놀이를 할 때 한개 걸릴 때마다 1점씩 받

는다고 하자. 10개 던져서 8점정도 받는 학생이 4개의 고리를 던질 때 얻을수

있는 점수의 확률분포와 기대값을 구하여라.

수학적기대값 xE 가 분포의 중심을 나타낸다면 2제곱편차 ( )x2σ 와 표준편차

( )xσ 는 중심으로부터 흩어진 정도(분산)를 나타내는 량이다.

우연량의 수학적기대값, 2제곱편차, 표준편차를 우연량의 특성값이라고

부른다.

주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈수들의 합의 표준편차를 구하

여라.

(풀이) 례 2에서 본바와 같이 수학적기대값은 E x=7이다.

따라서 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
9
75
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74

18
73

36
72 2222

2 −
+

−
+

−
+

−
=xσ

( ) ( ) ( )
36
578

6
77

36
576 2

2
2 ⋅−+

−
+⋅−+

( ) ( ) ( ) ( )

6
55

36
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9
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9

18
16

36
252

36
712

18
711
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9
79 2222
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−
+

−
+

−
+

−
+

따라서 ( ) 145.2
6

35
≈=σ x
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한 학생의 성적표가 다음과 같다.

이때 성적평가를 위하여 시험성적을 우연량으로 보고 특성값을 구하여라.

(풀이) 확률분포는

평균성적은 수학적기대값으로 평가된다.

4
4
13

4
14

4
14

4
15 =⋅+⋅+⋅+⋅=m

2제곱편차와 표준편차를 구하면

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
1

4
143

4
144

4
144

4
145 22222 =⋅−+⋅−+⋅−+⋅−=xσ

( )
2

1
=xσ

따라서 평균성적은 우등이지만 편차가 있으므로 학생의 성적은 우등으로

평가할수 없다.

 

문 제  

1. 명중확률이 0.9인 총으로 총탄 5발을 가지고 사격할 때 목표판에 명중한 회수

x의 수학적기대값과 표준편차를 구하여라.

2. 2마디분포에 따르는 우연량의 표준편차가 pqn=σ 임을 밝혀라.

 

 

 

 

 

 

 

과목 국어 수학 외국어 물리

성적 5 4 4 3

x 5 4 4 3

p
4
1

4
1

4
1

4
1

례 6

 탐 구

매번 명중확률이 p인 사격을 목표를 명중할 때까지 진행한다고 하자.

사격회수 n을 우연량으로 보고 (이러한 우연량의 분포를 기하분포라고 부른

다.) 그것의 수학적기대값과 2제곱편차를 구하여라.
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3. 정규분포 

주사위를 n번 던져서 1의 눈이 k 번 나올 확률은

( )
knk

k
nn k

−















=

6
5

6
1CP

에 의하여 구할수 있다.

오른쪽표는 10=n 일 때 1의 눈이 나올 회수 x

의 확률분포이다. 마찬가지로 30=n , 50 일 때에도 그

확률분포를 구할수 있다. 이것을 그라프로 표시하면

그림 5-2와 같다.

그림에서 보는것처럼 n 의 값이 커짐에 따라 그라

프의 모양은 점차적으로 대칭으로 되여간다.

일반적으로 우연량 x가 2마디분포에 따를 때 n값

이 커짐에 따라 그 확률분포의 그라프는 대칭인 곡선

에 가까와간다는것이 알려져있다.(그림 5-3)

이와 같은 곡선에 따르는 우연량 x의 확률분포를 정규분포, 그 곡선을 정규분

포곡선이라고 부른다.

자연현상과 기술에서 만나게 되는 대부분의 우연량들은 정규분포에 따른다.

례를 들면 같은 종류의 생물체들의 이러저러한 기관들의 크기라든가 같은 나이

의 사람들의 키, 발의 길이 그리고 여러가지 물리적량들의 측정값들, 브라운운동하

는 립자의 자리표성분 등 수많은 량들은 정규분포에 따른다.

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

…

0.000 0

0.000 2

0.002 2

0.013 0

0.054 3

0.155 0

0.161 5

0.323 0

0.290 7

)(10 kp  k

…

x 

y

0 m

그림 5-3

0 14

0.1 

0.2 

0.3

0.4 

2 6 10

n=50 

x

y 

n=10

n=30 

4 8 12 16

그림 5-2
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그림 5-4

x
m

N=(m, σ2) 

0.997

0.683

0.954

m-3σ m+3σ m+σ m+2σ m-σ m-2σ 

우연량 x의 평균값이 m이고 표준편차가 σ 인 정규분포곡선은 다음과 같은 성질

을 가진다.

1°곡선은 x=m에 관하여 대칭이다.

2°곡선은 x=m일 때 최대값을 가지며 x가 m에서 멀어져감에 따라 곡선은 x축에

가까와간다.

3°곡선과 x축사이의 부분면적은 1이다.

정규분포를 나타내는 곡선을 식으로 표시하면

( )
( )

2

2

2

2
1 σ

σπ

mx

exf
−

−
=

평균값이 m, 분산이 2σ 인 정규분포를 ( )2,N σm 으로 표시한다.

우연량 x가 정규분포 ( )2,N σm 에 따를 때 다음 사실이 성립한다.

여기서 )( σσ +− mm , , ( )σσ 2,2 +− mm , )( σσ 3,3 +− mm 를 대응하는 믿음구간,

68.3, 95.4, 99.7을 믿음도라고 부른다.

 

어느 한 중학교 6학년 남학생들의 키는 기대값이 163cm, 표준편차

가 3cm인 정규분포에 따른다고 한다. 이 학생들의 99.7%의 키는 어떤

범위에 든다고 말할수 있는가?

우연량 x 가 정규분포 ( )2,N σm 에 따를 때

( ) 683.0P =+≤≤− σσ mxm
( ) 954.022P =+≤≤− σσ mxm
( ) 997.033P =+≤≤− σσ mxm

례 1



 211

(풀이) 163=m (cm), 3=σ (cm)이므로

154331633 =⋅−=− σm (cm)

172331633 =⋅+=+ σm (cm)이므로

이 학생들의 키는 99.7%가 154cm~172cm라는것을 알수 있다.

불합격품이 나올 확률이 0.05인 기대에서 생산한 제품을 1 000개 검사

할 때 70개이상의 불합격품이 나올 확률을 구하여라.

(풀이) 제품검사에서 불합격품의 개수를 x라고 하면 x는 2마디분포에 따른다.

1000=n , 05.0p = 이므로

5005.01000p =×== nm (개)

7995.005.01000pq ≈××== nσ (개)

그런데 시행회수 1000=n 은 충분히 큰값이므로 우연량 x는 정규분포

( )27,50 에 따른다고 볼수 있다.

7173503 =×+=+ σm

따라서 ( ) ( ) ( ) 0015.0997.01
2
13P70P =−≈+≥=≥ σmxx

이것은 1 000개에서 70개이상의 불합격품이 나오는 사건은 거의 일어나

지 않는다는것을 보여준다.

문 제 

1. 우연량 x가 정규분포 ( )27,120N 에 따를 때 다음 확률을 구하여라.

1) ( )14199P ≤≤ x 2) ( )106P ≥x
2. 어느 한 중학교 6학년 녀학생들의 키는 기대값이 156cm이고 표준편차가 3cm인

정규분포에 따른다고 한다. 이때 이 녀학생들의 68.3%가 속하는 키의 범위를

구하여라.

3. 주사위를 7 200번 던질 때 웃면에 1의 눈이 1 000번이상 나올 확률을 구하여라.

 

1. 토끼가 새끼를 낳을 때 암컷과 수컷을 낳을 확률이 각각 0.5라고 할 때 다음것

을 구하여라.

1) 8마리의 새끼토끼가운데 암컷이 3마리일 확률

2) 8마리의 새끼토끼가운데 4마리이상이 수컷이 아닐 확률

련 습 문 제

례 2
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표 1

2. 명중확률이 0.8인 사격을 n 번 진행하였을 때 적어도 1−n 번 명중할 확률이

0.92보다 작게 되는 가장 작은 n을 구하여라.

3. 100개의 제품이 들어있는 상자에 10개의 특제품이 섞여있다. 상자에서 임의로 5

개의 제품을 꺼내였을 때 거기에 들어있는 특제품의 개수 x 의 확률분포와 수학

적기대값을 구하여라.

4. 앞뒤가 구별되는 5개의 원판을 동시에 던질 때 앞면이 나타나는 개수를 x 라고

할 때 다음것을 구하여라.

1) x 의 확률분포

2) x 의 수학적기대값과 표준편차

5. 남학생 5명, 녀학생 3명이 있는 분조에서 2명의 대표를 선출한다. 선출되는 남학생수

를 x라고 할 때 x의 확률분포, 수학적기대값과 표준편차를 구하여라.

통계란 어떤 현상을 특징짓는 자료들을 체계적으로 기록하여놓은것을 말한다.

실례로 여러가지 제품의 생산량에 관한 자료, 생산물의 이러저러한 특성에 관한

자료, 자연현상이나 사회현상들에 대한 관측자료 같은것을 체계적으로 기록하여놓은

것들은 모두 통계로 된다.

관측결과를 체계적으로 기록하여놓은것을 통계자료라고 부른다.

관측자료에 기초하여 관측한 대상의 특성을 분석하기 위하여 자료들을 분류하고

종합하는것을 통계자료처리라고 부른다.

1. 빈도수분포표 

알아보기 다음 표는 어느 한 직장 종업원명단에 따르는 로동자들의 기능급

수자료이다.

5 6 4 4 3 6 5 5 6 6

5 5 6 4 7 4 4 5 3 7

5 4 6 5 5 5 6 3 7 3

5 7 7 5 4 5 6 5 4 5

4 5 7 6 4 6 3 5 5 4

제 3 절. 통계자료처리 
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표 2

례 1

1) 이 직장 로동자들의 기능급수가 몇급부터 몇급까지인가?

2) 어느 급수를 가진 로동자들이 제일 많고 어느 급수를 가진 로

동자들이 제일 적은가?

3) 이것을 한눈에 알아보자면 표를 어떻게 작성하면 되는가?

이 통계를 다음과 같이 작성하면 직장의 종업원들의 기능급수에 대한 정확한 인식을

가질수 있다.

이와 같이 관측자료를 특성이 같은것을 조로 편성하여놓은것을 빈도수분포표라

고 부른다.

빈도수분포표는 관측대상과 그 대상에 대한 빈도수를 한눈에 알아볼수 있게 만

들어진 통계분류의 한 형식이다.

통계를 빈도수분포표형식으로 종합하는것은 여러 분야에서 널리 쓰이고있다.

학생들의 학과목별 성적종합표, 사격선수들의 사격결과에 대한 성적종합표, 소

대별 실탄사격종합표들은 모두 빈도수분포표이다.

다음 표는 20차례에 걸쳐 진행한 어느 학급 학생들의 시험성적을 학생별로

종합하여 써놓은 표이다. 여기서 《학생》칸의 수들은 출석부번호이다.

급수 3 4 5 6 7 계

인원 5 11 18 10 6 50

학생 성적 학생 성적 학생 성적 학생 성적

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

72

83

57

46

59

90

68

55

96

82

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

63

88

79

93

86

59

86

71

62

75

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

58

53

86

83

80

89

79

76

99

63

31

32

33

34

35

36

37

38

86

100

82

68

96

64

70

53
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이 표를 통하여 매 학생의 성적이나 성적의 한계 같은것은 알수 있으나 실

력이 높은 학생수를 인차 알아보기 어렵다.

이 자료를 40점부터 100점까지를 10점간격으로 갈라놓고 거기에 해당한

학생수를 적는 방법으로 표를 작성하면 표 3과 같다.

이와 같이 자료들을 정리하여 만든 구간을 급, 급사이의 너비를 급간격, 구간에

들어있는 자료의 개수를 그 급의 빈도수라고 부른다.

이런 표를 급분류빈도수분포표라고 부른다.

례 1에서 급간격 : 10

급중심 : 45, 55, 65, 75, 85, 95

급이나 자료수가 많은 경우에 빈도수분포표만 보고서는 례를 들어 60점미만은

몇명인가, 80점이상은 몇명인가 하는것을 인차 알아내기 어렵다.

그래서 빈도수의 루적을 생각할 때도 있다.

첫째 급으로부터 어떤 급까지의 빈도수를 다 더한것을 그 급의 루적빈도수라고

부르고 루적빈도수를 써넣은 빈도수분포표를 루적빈도수분포표라고 부른다.

한 급의 빈도수를 전체 빈도수의 합으로 나눈것을 그 급의 빈도률이라고 부르며

빈도률을 적어놓은 표를 빈도률분포표라고 부른다.

표 4는 제1중학교 5학년 학생 40명의 키를 잰 결과를 기록한것이다.

이것을 가지고 급간격이 5㎝인 빈도수분포표, 루적빈도수분포표를 만들

어라.(첫째 급은 140이상, 145미만으로 하여라.)

점수구간(급) 학생수(빈도수)

40-50

50-60

60-70

70-80

80-90

90-100

1

7

7

6

11

6

계 38

표 3

례 2
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(풀이) 빈도수분포표와 루적빈도수분포표는 다음과 같다.

문 제 

1. 례 2에서 키가 155cm미만인 학생은 몇명인가? 160cm이상은 몇명인가?

2. 례 2에서 키에 대한 빈도률분포표를 만들어라.

3. 다음 표는 어떤 학급 학생들의 키에 대한 급분류빈도수분포표이다. 루적빈도수분

포표, 빈도률분포표를 만들어라.

학생 키(cm) 학생 키(cm) 학생 키(cm) 학생 키(cm)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

161

153

168

156

163

154

164

163

155

156

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

157

163

164

154

162

164

159

147

163

158

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

174

163

150

158

160

153

163

158

144

165

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

159

166

172

149

162

165

152

169

157

168

급 빈도수

140~145

145~150

150~155

155~160

160~165

165~170

170~175

1

2

6

10

13

6

2

계 40

급 루적빈도수

140~145

145~150

150~155

155~160

160~165

165~170

170~175

1

3

9

19

32

38

40

급(키) 140～ 145～ 150～ 155～ 160～ 165～170 계

빈도수(명) 1 3 9 17 8 2 40

표 4

표 5
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2. 순서통계 

통계를 커지는 차례로 써놓은것을 순서통계라고 부른다.

순서통계에서 제일 작은 값(왼쪽에 있다.)을 최소값이라고 부르고 minx 로, 제일

큰 값을 최대값(오른쪽에 있다.)이라고 부르고 maxx 로 표시한다.

그리고 minmaxR xx −= 을 분포범위라고 부르며 가운데 있는 자료(개수가 홀수일

때는 가운데위치에 있는 자료, 개수가 짝수일 때는 가운데 있는 두 자료의 합평균)

를 중위값이라고 부르고 mex 로 표시한다.

학과경연에서 10명의 학생들이 얻은 점수자료는 다음과 같다.

28, 26, 24, 24, 25, 25, 26, 27, 29, 23

순서통계는

23, 24, 24, 25, 25, 26, 27, 28, 28, 29

23min =x , 29max =x , 6R = , 5.25=mex
이처럼 집단의 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 알려고 할 때에는 이미 있

는 통계자료로부터 순서통계를 만들어야 한다.

 

문 제  

1. 학생 6명의 몸질량을 재여 얻은 자료는 다음과 같다.

59.7, 49.5, 54.4, 63.2, 61.3, 57.1

순서통계를 만들고 평균값, 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 구하여라.

2. 5명의 학생의 키는 다음과 같다.

162.2, 152.1, 165.4, 171.8, 172

순서통계를 만들고 평균값, 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 구하여라.

3. 통계작성방법 

 

통계는 객관적인 대상의 특성을 연구하기 위하여 체계적으로 관측한 결과를 수자로

기록한것이다. 그러므로 처음부터 기록을 어떤 형식으로 하여야 특성을 정확히 알아낼

수 있겠는가 하는 문제가 나선다. 그러므로 통계양식문제와 관측대상에서 어떤 대상을

택하는 문제가 중요하다.

수리통계학에서는 관측대상전체를 모집단이라고 부르며 거기로부터 직접 관측하는

대상을 표본이라고 부른다. 표본에 들어있는 대상의 수를 표본의 크기라고 부른다.

례
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표본은 객관성을 보장할수 있게 우연적으로 뽑는다.

그러므로 표본의 개개는 우연량으로 된다.

모집단에서 꺼낸 표본에 대한 관측자료는 관측값과 개수를 표시하는 형식과 대

상이 어떤 급으로 구분되여 표현되는 형식이 있다.

관측회수가 n일 때

1° 관측값렬형식 2° 빈도수분포표형식

3° 급분류빈도수분포표형식

통계는 모집단의 특성을 알기 위해 만들어진 자료이다. 모집단의 특성값(수학적

기대값과 분산)을 알기 위해 표본을 리용한다.

4. 통계량 

조사나 관측을 통하여 얻은 자료의 분포상태는 평균값과 분산에 의해 특징지어

진다.

1) 평균값 

자료들의 총합을 자료의 개수로 나눈것을 평균값이라고 부르고 x 로 표시한다.

즉 n개의 자료 nxxx ,,, 21 L 에 대하여

관측값

1x

2x
⋮

nx

관측값 빈도수

1x

2x
⋮

kx

1n

2n
⋮

kn
계 n

급 급중심 빈도수

21 aa −

32 aa −

⋮

1−− kk aa

1x

2x
⋮

kx

1n

2n
⋮

kn
계 n

2
1 ii

i
aa

x
+

= +  

    ki ,,2,1 ⋅⋅⋅=  

∑
=

=
k

i
inn

1
 



 218

ii

k

i

kk fx
nn

fxfxfx
x ∑

=

=
+⋅⋅⋅++

=
1

2211 1








=∑

=

nfi

k

i 1

(2)

자료가 그리 많지 않을 때에는 매 자료를 하나하나 더할수 있지만 많은 자료를 다룰

때에는 빈도수분포표형식으로 주어질수 있으므로 평균값으로 다음것을 리용한다.

자료가 빈도수분포표로 다음과 같이 주어지면

자료가 급분류빈도수분포표로 주어지면

표 2와 표 3을 가지고 평균성적을 계산하여 비교하여라.

(풀이) (2)에 의해 구하면 평균성적은

( ) 08.75
38

2853100992965525343
38
1

≈=++×+⋅⋅⋅++×+=x

(3)에 의해 구하면

( ) 75
38

28506951185775665755145
38
1

==×+×+×+×+×+×≈x

75는 평균성적 75.08의 근사값이다.

앞으로 자료가 급분류빈도수분포표로 주어졌을 때는 (3)에 의해 정해지는 값을

평균값으로 보고 x로 표시한다.

급중심 ix 들가운데서 빈도수가 비교적 크고 거의 가운데 놓인 급의 급중심 a 를

가평균이라고 부른다.

급중심 1x 2x …… 1−kx kx 계

빈도수 1f 2f …… 1−kf kf n

자료 1x 2x …… 1−kx kx 계

빈도수 1f 2f …… 1−kf kf n

n
xxx

x n+⋅⋅⋅++
= 21 (1)

( ) ii

k

i
kk fx

n
fxfxfx

n
x ∑

=

=⋅⋅⋅++≈
1

2211
11









=∑

=

nf i

k

i 1

(3)

례 1
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uhax +=

급간격이 h라고 할 때

( )ax
h

u ii −=
1 ( )ki ,,2,1 L=

라고 놓으면 huax ii += 이므로

( )kkkk fufuhanfxfxfx +⋅⋅⋅++=+⋅⋅⋅++ 112211

( ) ( )kkkk fufufu
n
hafxfxfx

n
x +⋅⋅⋅+++=+⋅⋅⋅++= 22112211

1

여기서 ( ) ufufufu
n kk =+⋅⋅⋅++ 2211
1

라고 하면

u 를 계산하는것은 x를 계산하기보다 간단하므로 이 식을 써서 평균값을 구하는

것이 편리할 때가 많다.

표 4로 주어진 자료에 대하여 평균키를 두가지 방법으로 구하여라.

(풀이) 공식에 의해 구하면

75.159
40

6390
==x

가평균을 리용하면 이 표에서 보는것처럼 u 의 계산이 쉽다.

( ) 75.159
40
2255.162 =

−
×+=x

급중심 ix if iu ii fx ii fu
142.5

147.5

152.5

157.5

162.5

167.5

172.5

1

2

6

10

13

6

2

-4

-3

-2

-1

0

1

2

142.5

295

915

1 575

2 112.5

1 005

345

-4

-6

-12

-10

0

6

4

계 40 -7 6 390 -22

( )5.162=a  

례 2
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문 제 

 

1. 급분류빈도수분포표를 가지고 평균값을 계산할 때 급중심이 아니라 매개 급의 평

균값을 리용하면 x 는 시초자료를 가지고 계산한 평균값과 일치한다. 왜 그런가?

2. 례 1에서 평균성적을 가평균을 써서 구하여라.

3. 아래의 표에 따르는 닭알의 평균질량을 구하여라.

 

 

 

 

 

2) 분 산 

자료들의 분포상태를 알자면 분포의 범위나 평균값과 같은 분포의 중심위치와

함께 그로부터 흩어진 정도를 나타내는 수값도 알아내야 한다.

자료들의 흩어진 정도를 나타내는 수값을 분산도라고 부른다.

매 자료에 대하여 xxk − 를 kx ( )nk ,,2,1 L= 의 편차라고 부른다.

알아보기 편차의 평균값으로 흩어진 정도를 나타낼수 있겠는가?

편차의 2제곱의 평균값을 2s 으로 표시하고 분산이라고 부른다. 즉

( ) ( ) ( )[ ] ( )2
1

22

2

2

1
2 11s xx

n
xxxxxx

n i

n

i
n −=−+⋅⋅⋅+−+−= ∑

=

그리고

( )2
1

1s xx
n i

n

i
−= ∑

=

를 표준편차라고 부른다.

자료가 빈도수분포표로 주어지면 분산은

( ) ii

k

i
nxx

n
2

1

2 1s −= ∑
=

, ∑
=

=
k

i
inn

1

자료가 급분류빈도수분포표로 주어졌을 경우에는 다음과 같이 계산한다.

ix 를 급중심, if 를 빈도수라고 하면 ( )ki ,,2,1 L=

닭알의 질량 ( )g 45~ 50~ 55~ 60~ 65~ 70~75 계

빈도수 (알) 6 41 123 190 111 29 500
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표본에 의해 정해지는 x와 2s 및 s를 통계량이라고 부른다.

두개 학급의 어느달 수학과목성적은 다음 표와 같다.

어느 학급의 성적이 높은가?

(풀이) 평균성적 9.3
30

117
30

11311485
1 ≈=

×+×+×
=x

9.3
20
78

20
836465

2 ==
×+×+×

=x

두 학급의 평균성적은 같다. 분산을 계산하면

급 점수

인원
5 4 3

1

2

30

20

8

6

11

6

11

8

∑
=

=
k

i
ifn

1

 , ∑
=

=
k

i
ii fx

n
x

1

1
 

( ) ii

k

i
fxx

n
2

1

2 1s −= ∑
=

  : 분산 

( ) ii

k

i
fxx

n
2

1

1s −= ∑
=

 : 표준편차 

례 3

xix −  
2

)( xix −

i
fxix 2)( −

i
fxix 2)( −  

둘째 학급

fi fi

첫 학급

계 30 18.7 20 13.8

1.1 1.21 8 9.68 6 7.26

0.1 0.01 11 0.11 6 0.06

-0.9 0.81 11 8.91 8 6.48
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여기로부터 623.0
30

7.18s2
1 == , 69.0

20
8.13s2

2 ==

평균성적은 비록 같지만 분산이 작은 1반이 2반보다 실력이 높다고 볼수

있다. 이것은 분산이 작을수록 성적이 높다는것을 보여준다.

다음의 표는 한 과수농장에서 어떤 과일나무묘목 200그루의 키를 재여 얻은

자료를 정리한것이다. 이 자료들의 평균값과 표준편차를 구하여라.

(풀이) 가평균을 리용하는것이 편리하므로 5.36=a 라고 놓고 계산한다.

( ) 185.0
200
371

882211 −=−=+⋅⋅⋅++= fufufu
n

u

( ) ( )cm13.36185.025.36 =−+=+= uhax

공식에 의하여 표준편차를 구하면

( )cm94264318621728
200
1s ... ≈=×=

급(㎝) 27.5~ 29.5~ 31.5~ 33.5~ 35.5~ 37.5~ 39.5~
41.5

~43.5
계

빈도수

(묘목수)
3 10 23 47 49 40 36 2 200

ix if iu ii fu xxi − ( )2xxi − ( )2xxf ii −

28.5

30.5

32.5

34.5

36.5

38.5

40.5

42.5

3

10

23

47

49

40

26

2

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

-12

-30

-46

-47

0

40

52

6

-7.36

-5.36

-3.36

-1.36

0.37

2.37

4.37

6.37

58.216 7

31.696 9

13.176 9

2.656 9

0.136 9

5.616 9

19.096 9

40.576 9

174.650 7

316.969

303.068 7

124.874 3

6.708 1

224.676

496.519 4

81.153 8

계 200 1 728.62

례 4
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문 제 

1. 임의의 자료에 대해서나 편차의 총합은 늘 0이라는것을 밝혀라.

2. 표 4로 주어진 자료의 표준편차를 구하여라.

3. 표 5로 주어진 자료의 표준편차를 구하여라.

1. 다음 관측값에서 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 구하여라.

165, 21, 19, 19.5, 17.5, 15, 15.5, 18.5, 18, 21, 20.5, 23, 23.5

2. 학생들의 키에 대한 관측값이 다음의 표로 주어졌다. 학생들의 평균키를 구하여라.

3. 과목성적표가 다음과 같을 때 평균성적과 분산을 구하여라.

4. 다음 표는 학생들의 몸질량을 정리해놓은 급분류빈도수분포표이다.

1) 평균몸질량을 가평균을 리용하는 방법과 리용하지 않는 방법으로 각각 구하

고 비교하여라.

2) 표준편차를 구하여라.

급간격 인원

150 - 155

155 - 160

160 - 165

165 - 170

170 - 175

175 - 180

180 - 185

2

13

25

10

5

3

2

계 60

점수 5 4 3 계

인원 8 12 5 25

급 ( )kg 30~ 35~ 40~ 45~ 50~ 55~ 60~65 계

빈도수(명) 1 5 14 25 22 12 6 85

련 습 문 제
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5. 분산도의 하나로 또한 쓰이는것은 평균편차라고 부르는 다음과 같은 수값이다.

xxf
n

d i

k

i
i −= ∑

=1

1

1) 문제 4에서 몸질량에 대한 자료의 평균편차를 구하여라.

2) 표준편차와 비교해보아라.

3) 평균편차를 구하는 과정에 리용하는 표와 표에 적어넣는 순차를 어떻게 하는

것이 좋겠는가를 설명하여라.

1. 통계적추정 

통계자료에 기초하여 모집단의 특성값(평균값과 분산)을 알아내는것을 추정이

라고 부른다.

모집단의 수학적기대값을 모평균이라고 부르고 m , 표준편차를 모표준편차라고

부르고 σ 로 표시하며 표본의 평균값을 표본평균이라고 부르고 x , 표준편차를 표본

표준편차라고 부르고 s로 표시한다.

표본평균은 표본의 선택에 따라 변한다. 표본의 크기 n 이 충분히 크면 표본평

균은 모평균둘레에 접근한다.

이 사실을 리용하여 모집단에서 임의로 추출한 표본의 크기 n 이 충분히 클 때

그 표본평균 x 를 알고 모평균 m 을 추정한다.

표본크기 n 이 충분히 클 때 표본평균 x 에 의해 모평균 m 을 믿음도

95.4 % 로 추정하여라.

(풀이) 표본의 크기 n 이 충분히 크므로 표본평균 x 는 정규분포





















2

,N
n

m σ

에 따르며 x가 취하는 값이

평균값이 m 이고 표준편차가 σ 인 모집단에서 크기가 n 인 표본을 추출

할 때 n이 충분히 크면 표본평균 x는 정규분포





















2

,N
n

m σ
에 따른다.

특히 모집단이 정규본포에 따를 때 n 의 크기에 관계없이 x 는 정규분포

에 따른다.

  제 4 절. 통계적추정과 예측 

례 1
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n
mx

n
m σσ 22 +≤≤−

의 범위에 속할 확률은 0.954이다.

이 안같기식을 고쳐쓰면

n
xm

n
x σσ 22 +≤≤− (＊)

이것은 95.4%의 범위에서 m 이 x에 의해 정해진다는것을 의미한다.

표본을 추출할 때마다 x 의 값에 대하여 범위 (＊)에 m 이 포함되지 않을

수 있다. 그러나 표본을 100번 추출하면 약 95번정도는 값 x 에 대하여

범위 (＊)에 m 이 포함된다는것을 의미한다.

따라서 범위 (＊)는 믿음도가 95.4%인 m 에 대한 믿음구간으로 된다.

모표준편차 σ 의 값을 확정하지 못하는 경우가 보통 제기된다. 그러나 표본의

크기 n 이 충분히 클 때에는 σ 를 표본표준편차 s 로 바꾸어도 큰 차이가 생기지 않

는다. 이리하여 모평균 m 을 다음과 같이 추정한다.

어느 제1중학교 남학생들가운데서 임의로 선출된 81명의 몸질량의 평균

값이 58.6 kg , 표준편차가 4.5kg일 때 이 학교 남학생전체의 몸질량의

평균값을 믿음도 95.4%로 추정하여라.

(풀이) 81=n , 6.58=x , 5.4=s 이므로

5.0
81
5.4s
==

n
따라서 이 중학교 남학생의 몸질량의

평균값 m 을 믿음도 95.4%로

5.026.585.026.58 ×+≤≤×− m
즉

6.596.57 ≤≤ m
으로 추정할수 있다.

모평균 m 에 대하여 믿음도

95.4%의 믿음구간은
n

xm
n

x s2s2 +≤≤−

99.7%의 믿음구간은
n

xm
n

x s3s3 +≤≤−

그림 5-5

모집단

모평균 m

표본추출

추정

54
658

.s
.x

=
=

례 2
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문 제 

 

1. 어떤 과일나무의 평균키를 조사하기 위하여 200그루의 과일나무를 측정하여 평

균값 36.13, 표준편차 2.94를 얻었다. 과일나무의 평균키를 믿음도 99%로 추정

하여라.

2. 어느 학교 남학생 100명을 임의로 선출하여 키의 평균값 164.9cm, 표준편차

5.5cm를 얻었다. 이 학교 남학생전체의 평균키를 믿음도 99.7%로 추정하여라.

3. 모집단이 정규분포 ( )28,50N 에 따를 때 그로부터 임의로 100개 추출한 표본의

평균은 어떤 분포를 하는가?

2. 통계적예측 

두 변량사이의 관계인 함수관계는 확정적인 관계로 설명된다.

례를 들면 변의 길이 X 와 바른6면체의 체적 V 사이의 관계 3XV = 은 확정적인

관계로서 한 변 X 가 정해지는데 따라 체적 V 는 유일하게 결정된다.

두 변량사이의 관계에는 또 다른 한가지 경우가 있다. 례를 들어 일정한 면적의

논의 시비량과 벼생산량사이의 관계를 고찰하자.

벼생산량은 시비량의 영향을 받을뿐아니라 또 기타 일련의 요인들(기후, 물주기, 살

충 등과 같은것)의 영향을 받는다. 그러므로 시비량이 일정할 때 벼생산량은 일정한

우연성을 띤다.

이처럼 독립변수가 일정한 값을 취할 때 그에 종속되는 변량이 취하는 값이 일정

한 우연성을 띠고있을 때 두 변량사이의 관계를 상관관계라고 부른다.

상관관계를 가지고있는 두 변량에 대하여 통계분석을 진행하는 방법을 회귀분석이

라고 부른다.

현실생활에는 많은 상관관계가 존재한다.

례를 들어 사람의 키와 년령, 제품의 원가와 생산량 등은 다 상관관계를 가지는

것들이다.

  알아보기 어느 한 지방의 4월 1일부터 11일까지의 온도 측정자료가 다음의

표로 주어졌다.

날자 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

온도 10 11 13 14 16 14.5 14 15 17 18 19
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1) 평면직각자리표계에 표의 매 쌍의

수자자료에 대응하는 점을 찍어라.

2) 이 점들은 어떤 특징을 가지고있

는가?

3) 그림 5-6과 같은 직선이 하나뿐

인가?

일반적으로 X와 Y가 상관관계를 가지고있는 두 변량이며 n개의 관측자료에 따르

는 n개의 점이 대체로 한 직선의 주위에 분포되여있다고 할 때 전반적으로 이 n개의

점과 가장 가깝게 떨어져있는 한 직선을 구하여보자.

구하려는 직선의 방정식을 ŷ =a+bx라고 하자. 

여기서 a, b는 결정해야 할 곁수이다. 

변량 X가 수 값 xi를 취할 때 ŷ i=a+bxi이다. 

알아보기 1) 이때 얻어지는 편차 ),,2,1()(ˆ nibxayyy iiii K=+−=− 의 합으로 

n개의 점들과 직선의 접근정도를 나타낼수 있는가?

2) 접근정도를 나타내는 량으로는 어떤 량을 생각할수 있는가?

22
22

2
11 )()()(Q abxyabxyabxy nn −−++−−+−−= K = 2

1
)( abxy i

n

i
i −−∑

=

은 n개의 점과 직선의 총체적인 접근정도를 표시한다.

Q가 최소값을 가지게 하는 곁수 a , b 를 구하는 방법을 최소2제곱법이라고 부

른다. 

Q= 2

1

)( abxy i

n

i
i −−∑

=

은 a, b에 관한 2차식이다. 같기식

① ( ) 2

1

2

1

2
xnxxx

n

i
i

n

i
i −=− ∑∑

==

② ( )( ) yxnyxyyxx
n

i
ii

n

i
ii −=−− ∑∑

== 11

가 성립한다는것을 쉽게 밝힐수 있다.

같기식 ①, ②를 리용하면

그림 5-6

0 2 4 6 8 10

5

10

15

20

날자

온도(℃)
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22
Q

로 된다. 이 식으로부터 Q가 최소값을 가지자면

 

 

 

또는 

 

 

 

이렇게 얻어진 직선의 방정식 ŷ =a+bx를 회귀직선의 방정식, 이 방정식에 의하

여 정해지는 직선을 회귀직선 또는 예측직선이라고 부른다. 

 

    앞에서 지적된 기온자료로부터 그 지방의 4월 날씨와 관련한 온도예측직

선을 구하고 12일의 온도를 예측하여라.

(풀이) 6일에 해당한 값을 06 =t 이라고 놓고 자료를 다시 만들면

51 −=t , 42 −=t , 33 −=t , 24 −=t , 15 −=t , 06 =t , 17 =t ,

28 =t , 39 =t , 410 =t , 511 =t

로 되게 할수 있다. 공식을 리용하기 위해 표를 만들면
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∑
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어떤 공장의 5년간 생산량장성과정은 다음과 같다.

생산장성이 y=abx에 따라 변한다고 할 때 6년 후의 생산량을

예측하여라.

 탐 구

68.14
11

5.161
==a , 77.0

110
85

==b  

따라서 예측직선은

ty 77.068.14ˆ +=

이 식으로부터 6=t 에 해당한 ŷ 값을 구하면

3.19677.068.14ˆ =⋅+=y  

따라서 C3.19 o 라고 예측할수 있다.

(주의) 시간에 따라 관측되는 자료일 때에는 첫 자료의 중위값을 0으로 하는 방법

으로 자료를 다시 처리하는것이 계산에 편리하다.

No it iy ii yt
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

10

11

13

14

16

14.5

14

15

17

18

19

-50

-44

-39

-28

-16

0

14

30

51

75

95

25

16

9

4

1

0

1

4

9

16

25

계 0 161.5 85 110

년(x) 1 2 3 4 5

생산량

(y)
228 251 278 331 389

2
it
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문 제

1. 두 량 x와 y 사이의 측정자료가 다음과 같을 때 예측직선의 방정식을 구하여라.

2. 다음 표에 의한 회귀직선을 구하여라.

3. 온도에 따르는 질산나트리움염의 풀림도의 변화를 표시하는 실험공식을 얻기 위

하여 여러가지 온도 ( )ix 에서 풀림도 ( )iy 를 측정한 결과 다음과 같은 표가 얻

어졌다.

온도와 풀림도가 직선관계에 있다고 보고 80=ix 에서의 풀림도를 구하여라.

 

1. 어떤 구의 직경을 30번 반복 측정하여 평균값 14mm, 표준편차 0.7mm를 얻었

다. 측정값이 정규분포에 따른다고 할 때 이 구의 직경을 믿음도 95%로 추정하

여라.

2. 20개의 조명등의 수명을 측정하여 평균값 3 000시간, 표준편차 20시간을 얻었다.

이 조명등의 수명을 믿음확률 0.95로 추정하여라.

3. 어떤 량에 대한 측정값이 4.78, 4.79, 4.76, 4.79, 4.77, 4.78, 4.76, 4.78,

4.79, 4.78일 때 모평균값을 믿음도 99.7%로 추정하여라.

4. 시비량과 알곡수확고사이의 관계가 다음 표로 주어졌다.

x 3 5 7 9 15

y 2.5 3 4.5 8.4 10

x 1 4 7 10 12

y 2 3.5 4 6 7.5

온도(xi) 0 4 10 15 21 29 36 51 68

풀림도(yi) 36.7 76.0 76.3 80.6 85.7 92.9 99.4 113.6 125.1

련 습 문 제
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ix 는 시비량이고 iy 는 대응하는 알곡수확고이다. 단위는 kg이다.

이 표를 리용하여 28kg, 150kg을 시비할 때 알곡수확고를 각각 구하여라.

5. 어떤 공장에서 매 달 x (단위 만개)개의 제품을 생산하여 y 원(단위 만원)의 수

입을 얻는데 년간 생산실적은 다음 표로 표시된다.

생산실적을 특징짓는 회귀직선을 구하여라.

1. 수자 1, 1, 2, 2, 3을 가지고 만든 세 자리수들의 모임에서 아무렇게나 한개를

선출하였을 때 그 수가 200보다 크고 300보다 작은 수일 확률을 구하여라.

2. 100개까지의 자연수들가운데서 임의로 선택한 수가 7로 완제될 확률을 구하

여라.

3. 100개의 제품가운데 불합격품이 5개 있다. 여기서 아무렇게나 5개 잡았을 때

1) 불합격품이 하나도 없을 확률을 구하여라.

2) 적어도 한개의 불합격품을 포함하는 경우의 확률을 구하여라.

4. 10명의 사람이 0부터 9까지의 수자를 각각 한개씩 쓸 때 10명이 다 다른 수자를

쓸 확률을 구하여라.

5. 승강기가 7명의 사람을 태우고 10개의 층에 멎는다. 같은 층에서 2명이상 내

리지 않을 확률을 구하여라.

6. 12명의 남학생과 8명의 녀학생이 있다. 20명의 학생가운데서 6명을 선수로

뽑으려고 한다. 이때 남학생 4명, 녀학생 2명이 뽑히울 확률을 구하여라.

7. 수자 1을 쓴 카드가 5매, 3을 쓴 카드가 3매, 5를 쓴 카드가 2매 있다. 임의로 3

매의 카드를 잡을 때

i 1 2 3 4 5 6 7

xi 15 20 25 30 35 40 45

yi 330 345 365 405 445 450 455

x 1.08 1.12 1.19 1.28 1.36 1.48 1.59 1.68 1.80

y 2.25 2.40 2.55 2.64 2.75 2.92 3.03 3.14 3.26

복 습 문 제
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1) 적어도 두매의 카드에 쓴 수자가 같은 확률을 구하여라.

2) 3매의 카드에 쓴 수자의 합이 7로 될 사건의 확률을 구하여라.

8. 자동보총사격에서 10점에 맞힐 확률은 0.7, 9점에 맞힐 확률은 0.3이다. 3발

사격하여 29점이상 맞힐 확률을 구하여라.

9. 길이가 10인 비트렬 (수자 0또는 1로 이루어진 10자리수자렬)을 우연적으로 발

생시킨다. 다음의 경우에 비트렬이 0을 포함하지 않을 확률을 구하여라.

1) 비트 0과 비트 1의 발생확률이 같을 때

2) 비트 1의 발생확률이 0.6일 때

10. 길이가 4인 비트렬을 임의로 선택할 때 첫 비트가 1이라는 조건에서 비트렬에

적어도 2개의 0이 련이어있을 확률은 얼마인가?

11. 매 시행에서 사건 A 가 일어날 확률이 0.2이다. 시행을 사건 A 가 나타날

때까지 진행한다고 할 때 4번째만에 사건 A가 나타날 확률을 구하여라.

12. 5개의 흰 공과 5개의 검은 공이 들어있는 통에서 임의로 공을 1개씩 5번 꺼

내는데 매번 꺼냈던 공을 다시 넣는다.

1) 흰 공을 3번 꺼낼 확률을 구하여라.

2) 적어도 한번 흰 공을 꺼낼 확률을 구하여라.

13. 주사위를 60번 던질 때 웃면에 1의 눈이 나오는 회수 x 의 기대값과 표준편차

를 구하여라.

14. 통안에 흰 공이 7개, 붉은 공이 3개 들어있다. 여기서 꺼낸 공은 다시 통에 넣

지 않으면서 통에서 아무렇게나 공을 하나씩 꺼내는데 붉은 공이 나오면 그만

둔다고 한다. 꺼낸 흰 공의 개수 x의 기대값과 그의 표준편차를 구하여라.

15. 어느 제1중학교 500명 학생들의 키는 평균값이 163.4cm, 표준편차가 5.6cm

인 정규분포에 따른다. 다음의 키를 가진 학생은 전체의 몇%인가?

1) 152.2cm이상 174.6cm이하 2) 157.8cm이상 169cm이하

3) 174.6cm이상 4) 146.6cm이상

16. 한번의 시행에서 나타날 확률이 0.5인 사건 A 가 1 000번의 독립시행에

서 400~600번 나타날 확률이 0.97보다 크다고 할수 있는가?

17. 다음 표는 어느 학급의 학생 40명에 대한 몸질량의 급분류빈도수분포표이다.

몸질량의 평균값과 표준편차를 구하여라.

몸질량(kg ) 45-50 50-55 55-60 60-65 65-70 계

빈도수(명) 5 10 14 8 3 40
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18. 모집단이 다음과 같은 분포에 따를 때 크기 100인 임의의 표본평균은 어떤

분포에 따른다고 볼수 있는가?

1) 모집단은 0001=n , 2.0P = 인 2마디분포에 따른다.

2) 모집단은 정규분포 ( )210,50N 에 따른다.

19. 표준편차가 σ 인 정규분포에 따르는 모집단에서 모평균을 믿음확률 95.0p = 로

추정하려고 한다. 추정구간의 너비가 0.25이하로 되게 하려면 표본의 크기 n
을 얼마로 해야 하겠는가?

20. 어떤 비행기의 속도를 15번 관측하여 다음의 결과를 얻었다.

422.2 418.7 425.6 420.3 425.8

423.1 431.0 428.2 438.3 434.0

411.3 417.2 413.5 441.3 423.0

속도가 정규분포할 때 속도의 평균값을 믿을확률 99.0=p 로 추정하여라.(단위

는 ㎧) 

21. 어느 산림지대에서 이깔나무의 직경을 재여 다음 표를 얻었다.

이깔나무의 평균직경을 믿음도 95%로 추정하여라.

22. 한 직장에서 작업정량을 규정하기 위하여 부속품을 가공하는데 걸리는 시

간을 확정하려고 10차례의 시험을 진행하였는데 측정한 수자자료는 다음

과 같다. 회귀직선의 방정식을 구하여라.

나무의

직경 ( )cm
14

~

18

~

22

~

26

~

30

~

34

~

38

~

42

~

46

~

50

~

54

~

58

~ 계

빈도수 10 47 98 134 114 98 53 32 22 12 3 1 324

부속품의

개수 x 

(개)

10

~

20

~

30

~

40

~

50

~

60

~

70

~

80

~

90

~

100

~

가공시간

y(분)
62 68 75 81 89 95 102 108 115 122
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23. 단위체적의 콩크리트에 들어있는 세멘트의 량 x(kg)와 28일 후 콩크리트의 누

름세기 y(kg/cm2)의 측정자료가 다음과 같다.

회귀직선의 방정식을 구하여라.

24. 학급학생들의 키와 몸질량을 측정하여 수자자료를 얻은 다음 회귀직선의 방정

식을 구하여라.

 

x 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240

y 56.9 58.3 61.6 64.6 68.1 71.3 74.1 77.4 80.2 82.6

새로 나온 수학 ― 모호수학

지금 우리가 배우고있는 모임에서는 어떤 원소가 그 모임에 속하는가 속하지

않는가가 명백히 정해지는것만 생각한다. 이와 같이 지금까지 우리가 배워온 모임

은 원소의 소속성이 명백한것만 생각하여왔다.

그런데 우리 주변에서는 우리가 지금 알고있는 모임, 그 모임우에서 세워진

수학만으로는 풀기 힘든 문제들이 많다. 이것을 해결하기 위하여 1964년에 이란

의 수학자 자데는 모호수학을 창시하였다.

원소가 어떤 모임에 속하는지 안속하는지 모호한 경우까지 생각하여 모호모임

을 정의하였다.

실례로젊은이의모임은모호모임으로볼수있는데여기에 20살난영철이형님이

0.9의 속도로들어가는원소라면 38살난영철이삼촌은 0.3의 속도로 젊은 모임에

들어가는 원소로 생각하는것을 들수 있다.

우연량은 객관적우연성에 기초하여 정의되지만 모호모임은 주관적우연성에 기

초하여 정의된다.

모호모임우에 세워진 수학이 모호수학이다.

모호수학이 나온 첫 30년동안에만도 지금까지 해결하기 힘들거나 전혀 해결할

수 없었던것을 5 000여건이나 풀었다.

우리 나라에서도 모호수학이 활발히 연구되고있으며 많은 박사, 학사들이 나

오고있다.



 235

구면 (53) Sphere Сфеа 

극한 (61) Limit Предел

기둥면 (54) Cylindrical surface    Цилиндрическая поверхностъ 

도함수 (89) Derivative Производная 

련속 (79) Continuity Непрерывность  

리심률 (36, 40, 43) Eccentricity Эксцентриситет 

보조변수방정식(22) Parametric equation Параметрическое уравнение 

부분적분법 (145) Integration by parts Интегрирование по частям 

부정적분 (136) Indefinit integral Неопределенный  интеграл 

(Antiderivative) 

사건 (186) Event Событие 

수학적기대값 (205) Mathematical expectation Математическое  ожидание 

스칼라적 (15) Scalar produce Скалярное  произведение 

점근선 (39) Asymptote Асимптота 

정적분 (158) Definite integral Определенный  интеграл 

준선 (36, 40, 42) Directrix Директрика 

초점 (33, 37, 42) Focus(Focal point) Фокус(Фокальая  точка) 

추정 (224) Estimation Оценка 

치환적분법 (142) Integration by Интегрирование подстановкой

permutaions 

타원 (33) Ellipse Эллипс 

통계자료 (212) Statistics Статистика 

포물선 (42) Parabola Парабола 

확률 (189) Probablity Вероятность 

쌍곡선 (37) Hyperbola Гиперабола

2제곱편차 (207) Variance Дисперсия

일반방정식 (25, 50) General equation Общее  уравнение 

 

찾 아 보 기
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