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머 리 말
 
위대한 령도자 대원수님께서는 다음과 같이 말씀하시였다. 
《수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구

하는데서도 중요한 수단으로 됩니다. 수학교육을 강화하는것은 자

라나는 새 세대들의 과학적인 사고능력을 키워주는데서 중요한 의

의를 가집니다.》 

수학은 물리학, 천문학, 화학, 생물학을 비롯한 자연과학의 모

든 분야와 밀접한 관계가 있으며 인구통계와 환경보호, 경제관리

등 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으로 된다.

수학과 물리학과의 관계만 놓고보아도 16～17세기 도함수와

적분법의 도입은 뉴톤의 법칙, 꿀롱의 법칙, 만유인력의 법칙 등

물리학의 중요한 법칙들을 정식화하고 응용하는데 적극 이바지하였

으며 아르키메데스가 지레대의 원리를 발견한 때로부터 2 000여년

동안 거의 정지상태에 있던 물리학의 발전을 크게 자극하였다.

6학년에서는 평면에서 각이한 도형들을 대수적으로 고찰할수

있는 기초를 주는 평면도형의 방정식과 변하는 량들사이의 관계를

수학적으로 고찰할수 있게 하는 도함수와 적분에 대하여 학습하게

된다.

또한 우연적인 현상들의 법칙성을 연구하는 확률과 사람들의

사회실천활동을 목적지향성있게 과학적으로 할수 있게 하는 수단으

로 되는 통계 그리고 확률과 통계계산의 기초수단인 순렬과 조합에

대하여 학습하게 된다.

우리가 6학년 수학에서 배우는 내용들은 인공지구위성과 CNC

기계의 제작과 같은 최첨단과학기술분야의 발전뿐아니라 현대사회

의 다종다양한 정보들을 능숙하게 처리하여 사업과 생활에서 제기

되는 문제들을 능숙하게 풀어나갈수 있게 하는 중요한 기초지식들

이다.

우리는 수학학습을 더 열심히 하여 21세기 정보산업시대에 자

기의 역할을 원만히 수행할수 있는 풍부한 지식과 능력을 소유하여

야 한다.
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제1장. 순렬과 조합 

제1절. 순 렬 

 

찾기 학생 ㉮,㉯,㉰를 가지고 2명씩 뽑아 렬을 만들어보

아라.

일반적으로 어떤 대상들을 순서를 고려하여 배렬한것을 순렬이

라고 부르고 이때 매 대상을 순렬의 원소라고 부른다. 이것을 정식

화하면 다음과 같다.

례 1. 서로 다른 4개의 수자 1, 2, 3, 4에서 3개씩 뽑은 순렬

을 만들어보아라. 몇개나 되는가? 그림으로 설명하여라.

(풀이)

3
4P ＝4×(4－1)×(4－2)＝24

답. 24개

어떤 모임의 서로 다른 n개의 원소에서 m(m≤ n)개의 원소를

일정한 순서에 따라 배렬한것을 서로 다른 n개의 원소에서 m개의
원소를 취한 순렬이라고 부른다. 이때 n개의 원소에서 m개의 원

소를 취한 순렬의 총수를
m
nP

으로 표시한다.

3 3

1

2

2

3

4

4
2

4

3

1

1

3

4

4
1

4

3

2

1

1

2

4

2

4
1

4

2

3

1

1

2

3

4

2

3

3

2

1

그림 1-1
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(증명) n개의 원소를 naaa ,,, 21 L 으로 표시하자.

이 n개의 원소들가운데서 먼저 한개를 취하여 첫 자리에 배

렬하는 방법은 naaa ,,, 21 L 가운데 어느것이라도 되므로

n가지이다. 둘째 자리에는 첫 자리에 배렬한것( naaa ,,, 21 L

가운데 어느 한 원소)을 제외한 1−n 개의 원소들가운데

어느것이라도 되므로 1−n 가지 방법으로 배렬할수 있다. 이

와 마찬가지로 셋째, 넷째, …, m번째 자리에는 각각

)1(,,, −−−− mnnn L32 가지 방법으로 배렬할수 있다.

그러므로 n개의 서로 다른 원소에서 m개씩 취하여 만든

순렬의 총수는
)1())(1( +−−− mnnnn L2

만일 n개의 원소를 전부 배렬하는 순렬을 고찰한다면 nm = 이

므로 이러한 순렬의 총수는 다음과 같다.

12 ⋅− L)1(nn 을 n！으로 표시하고 n차례곱(팍토리알)이라고 부

른다.

차례곱을 써서 순렬의 총수 m
nP 을 표시하면

례 2. 다음것을 계산하여라.

1) 3
7P 2) 5

5P 3) 1P −n
n

(풀이) 1) 3
7P ＝7·6·5＝210

2) 5
5P ＝5·4·3·2·1＝120

3) 1P −n
n ＝ ))(1( 2−− nnn …3·2

)!(
!P
mn

nm
n −
=

순렬의 총수공식 

)1()2)(1(P +−−−= mnnnnm
n L

 

12 ⋅−= L)1(P nnn
n
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례 3. 6명의 달리기선수가운데서 4명을 뽑아서 이어달리기경기

에 내보내려고 한다. 달리는 차례까지 정한다면 이렇게 뽑

는 방법은 몇가지인가?

(풀이) 4명의 선수를 달리는 차례까지 정하여 뽑는것은 6개에서

4개씩 뽑은 순렬을 만드는것과 같다. 따라서

P 4
6 ＝6·5·4·3＝360

답. 360가지

문 제 

1. 다음것을 계산하여라.

1) P 2
5 2) P 5

6 3) P 4
10

2. 다음 같기식이 성립한다는것을 밝혀라.

1) P 1−n
n ＝P n

n 2) P 2
2 ＋P 2

3 ＋P 2
4 ＝P 2

5

3. 수자 0, 1, 2, 3, 4, 5를 가지고 같은 수자가 거듭 들어가지 않

는 세자리수를 몇개 만들수 있는가?

4. 4개의 문자 a, b, c, d에서 3개씩 뽑는 순렬을 다 만들어라.

5. 4개의 수자 1, 2, 3, 4를 모두 써서 만든 네자리수가운데서 천

의 자리는 1이 아니고 백의 자리는 2가 아니고 열의 자리는

3이 아니며 하나의 자리는 4가 아닌것을 모두 몇개나 만들수

있겠는가?

련습문제 

1. 다음것을 계산하여라.

1) 5
7

6
7

4
9

5
9

PP
PP

+
+

2) 6
8

5
8

4
10

5
10

PP
PP

+
−

3) ))(( 123
3

4
4 PPPP nn −− 4) 2

34

P
PP

n

nn −

2. x, m∈N, m＜19＜x일 때 )19()1)(( −−−− xmxmx L 를 순렬을

써서 표시하면 어느것이 옳은가? 
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1)
19P −

−
x

mx  2) m
mx
−

−
20P   3) m

mx
−

−
19P 4) m

mx
−

−
18P  

3. 다음 방정식을 풀어라. 
1) 562P =x 2) 2

3
3 PP xx =

3) 33
2 PP 10 xx = 4) )45 P(P xx + ÷ 13P =x

4. 3
1

4
1

3 PPP 12)(5 ++ =+ nnn 에 맞는 n의 값을 구하여라.

5. 륙상주로가 4줄로 되여있는 경기장에서 4명의 선수들이 출발선

을 차지하는 방법은 몇가지인가?

6. 수자 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7에서 서로 다른 수자를 뽑아서 만든 다

섯자리수가운데서 25의 배수는 몇개인가?

7. 5개의 수자 0, 1, 2, 3, 4가운데서 같은 수자가 거듭 들어가지

않는 네자리수는 모두 몇개인가?

8. 8개의 수자 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7을 가지고 같은 수자가 거

듭 들어가지 않는 네자리수를 몇개 만들수 있는가?

제2절. 조 합 

 

알아보기 선수 4명가운데서 3명을 선발하는 방법은 몇가지인가?

조합의 총수공식 

!
)1()2)(1(

!
PC

m
mnnnn

m

m
nm

n
+−−−

==
L

n개의 서로 다른 원소가운데서 m개의 원소를 취하되 순서

를 고려하지 않은 매개 렬을 n개의 원소에서 m개 취한 조합이

라고 부르며 이때 조합의 총수를
m
nC (또는 )( m

n )

으로 표시한다.
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(증명) 이 공식을 증명하기 위하여 n개의 서로 다른 원소가

운데서 m개의 원소를 취한 순렬의 총수를 두가지 방

법으로 구하자.

먼저 n개의 서로 다른 원소에서 m개의 원소를 취한

순렬의 총수는 공식에 의하여

)1()2)(1(P +−−−= mnnnnm
n L (1)

한편 n개의 서로 다른 원소에서 m개 취한 조합의 총

수를 x라고 하면 그가운데서 매개 조합은 m개의 원

소를 가진다. 이 매개 조합에 대하여 순렬을 만들면

매번 m!개의 순렬을 얻으며 따라서 순렬의 총수는

!mx× (2)

(1)과 (2)로부터
m
nmx P!=×

즉
!

)1()2)(1(P
!

C
m

mnnnn
m

m
nm

nx +−−−
===

L

례 1. 다음것을 계산하여라.

1) 3
5C 2) 3

9
4
10 CC −

(풀이) 1) 3
5C ＝

·3·21

·3·45
＝10

2) 3
9

4
10 CC − ＝ 126

·3·21

7·8·9

·43·2·1

7·8·910·
=−

례 2. 40개의 제품이 들어있는 제품상자에서 3개의 제품을 꺼내여

검사한다. 3개의 제품을 꺼내는 방법은 몇가지 있는가?

(풀이) 제품을 꺼내는 방법의 수는 40개의 원소에서 3개씩 뽑

은 조합의 총수와 같으므로

9880
1·2·3

40·39·38
==3

40C

답. 9 880가지
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례 3. 6개의 평행직선과 5개의 평행직선이 사귈 때 얻어지는 평

행4변형의 총수를 구하여라.

(풀이) 매개 평행4변형은 6개의 평행직선들가운데서 어느 2개

와 5개의 평행직선들가운데서 어느 2개에 의하여 얻어

진다. 그런데 6개의 평행직선에서 2개씩 뽑는 방법은
2
6C 가지이고 5개의 평행직선에서 2개씩 뽑는 방법은
2
5C 가지이므로 평행4변형의 총수는

2
6C × 2

5C = 150
2·1

4·5
·

·21

5·6
=

답. 150가지

문 제

1. 다음것을 계산하여라.

1) 4
5C 2) 4

7C 3) 2
10C

2. 볼록n각형은 대각선을 몇개 가지는가?

3. 4명의 학생이 수학, 물리, 화학소조에 들어가는데 매 학생이 한

가지를 선택한다면 서로 다른 선택방법은 몇가지인가?

조합의 공식을

로 표시할수도 있다.

만일 1C0 =n 이라고 하면 우의 공식의 오른변에서도 m＝0일 때

1
!!0

!C0 ==
n

n
n

( ) !!
!C
mnm

nm
n −
=

그림 1-2
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이므로 우의 공식은 m=0인 경우에도 그대로 성립한다.

이때

0!＝1

로 본다.

다음의 같기식들도 성립한다.

(증명) 조합의 공식으로부터

!)(!
!C

mnm
nm

n −
=

[ ]!)(!)(
!C

mnnmn
nmn

n −−−
=−

=
!!)(

!
mmn

n
−

이므로
mn

n
m
n

−= CC

(증명)
!)1(!

!)1(
1C

+−
+

=+ mnm
nm

n 이고

!)1(!)1(
!

!)(!
!CC 1

+−−
+

−
=+ −

mnm
n

mnm
nm

n
m
n

!)1(!
)1(!

!)1(!
!)1(!

+−
+

=
+−
++−

=
mnm

nn
mnm

mnmnn

!)1(!
!)1(
+−

+
=

mnm
n

이므로

1
1 CCC −

+ += m
n

m
n

m
n

mn
n

m
n

−= CC

1
1 CCC −

+ += m
n

m
n

m
n  
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례 4. 다음것을 계산하여라.

1) 78
80C 2)

999
0001C

(풀이) 1) =78
80C 1603

1·2

·7980
==2

80C

2)
999
0001C 0001== 1

0001C
 

문 제

1. 다음것을 계산하여라.

1) 27
28C 2) 83

85C 3) 598
600C 4)

9999
10000C

2. 다음 명제에서 옳은것을 찾아라.

1) n개에서 m개씩 뽑은 조합의 총수는 n개에서 m개씩 뽑은 순

렬의 총수의 m!배와 같다.

2) 5
1

43 CCC +=+ mmm

3) k
n

m
n CC = 이면 m＝k이다. 

3. 다음 같기식이 성립한다는것을 증명하여라.

1) 2
2

21 CCC2C +
+

++ =++ m
n

m
n

m
n

m
n

2) 3
3

321 CCC3C3C +
+

+++ =+++ m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

련습문제 

1. 6개의 원소로 된 모임 ｛a, b, c, d, e, f｝에서 4개씩 뽑은 조

합을 다 써라.

2. 다음 같기식에서 늘같기식이 아닌것을 지적하여라.

1) mn
n

m
n

−= CC ( )nm ≤
2) (n＋2)(n＋1) )(PP 2

2 nmm
n

m
n ≤= +

+

3) )(
!

PC nm
n

m
nm

n ≤=

4) )1(CCC 1
11 nmm

n
m
n

m
n <≤+= −

−−

3. 다음것을 계산하여라.

1) 2C −n
n 2) 1

60
59
60C C+   3) m

n
m
n 1

1 CC −
+ −

4) 0
10

1
10

2
10

3
10 CCCC +++ 5) 5

5
4
5

3
5

2
5

1
5 C5C4C3C2C ++++
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4. 계산을 하지 말고 다음 같기식이 옳다는것을 증명하여라.

1) 5
5

4
5

3
5

2
5

1
5

0
5 CCCCCC ++=++

2) 7
7

6
7

5
7

4
7

3
7

2
7

1
7

0
7 CCCCCCCC +++=+++

5. 다음 같기식이 성립한다고 말할수 있는가?

1) 3
5

3
10 PC = 2) 5

1
43 CCC +=+ mmm  

3) 2
3

5
3 CC −

++ = m
mm 4) n

m
n
m

n
m CCC 1

11 =+ −
−−

6. 20명의 병사와 3명의 사관이 있다. 3명의 병사와 1명의 사관으

로 습격조를 조직하는 방법은 몇가지인가?

7. 몇개의 단체가 련맹전의 방법으로 롱구경기를 하려고 한다. 경

기를 모두 36번 한다면 몇개의 단체가 참가하겠는가?

8. 15명으로 조직된 한 분조가 A, B, C 세 장소에 갈라져서 일하

려고 한다. A에는 8명, B에는 4명, C에는 3명 배치한다면 배치

하는 방법에는 몇가지 있겠는가?

제3절. 2마디공식 

1. 수학적귀납법 

알아보기 자연수 n에 관계되는 식 f(n)＝(n2－5n＋5)2에서

n＝1일 때 f(1)＝(12－5·1＋5)2＝1

n＝2일 때 f(2)＝(22－5·2＋5)2＝1

n＝3일 때 f(3)＝(32－5·3＋5)2＝1

n＝4일 때 f(4)＝(42－5·4＋5)2＝1

이라는데로부터 n=5일 때도 f(5)＝1이라고 말할수

있는가를 알아보아라.

일반적으로 자연수 n에 관한 어떤 명제를 P(n)으로 표시하자.

이 명제가 몇개의 자연수에 대하여 옳다고 하여 모든 자연수에

대해서도 옳다고 결론할수는 없다. 그렇다고 하여 많은 자연수에

대하여 하나하나 따져보는 방법으로 옳다는것을 확인할수도 없다.

몇개의 자연수에 대하여 명제 P(n)이 옳다는것을 확인한데 기

초하여 모든 자연수에 대해서도 옳다는 결론을 이끌어내는 증명방

법이 있다.
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사실 1)에 의하여 P(1)이 옳기때문에 2)에 의하여 P(2)가 옳

으며 또한 P(3)도 옳다.

이 과정을 거듭하면

P(1), P(2), P(3), …, P(n), …

들이 다 옳다는것이 나온다.

이러한 증명방법을 수학적귀납법이라고 부른다.

수학적귀납법은 자연수에 관계되는 명제들을 증명할 때 널리

쓰인다.

례 1. 수학적귀납법으로 다음 식을 증명하여라. 

1＋2＋…＋n＝
2

1
n(n＋1)

(풀이) 1) n＝1 일 때

왼변＝1, 오른변＝
2

1
·1·(1＋1)＝1

2) n＝k 일 때 옳다고 하자.

즉 1＋2＋…＋k＝
2

1
k(k＋1)

그러면 n＝k＋1일 때

1＋2＋…＋k＋(k＋1)＝
2

1
k(k＋1)＋(k＋1)

＝
2

1
(k＋1)(k＋2)＝

2

1
(k＋1)[(k＋1)＋1]

이리하여 모든 자연수 n에 대하여 같기식이 성립한다.

례 2. 수학적귀납법으로 모든 n에 대하여 안같기식 
(1＋h)n≥1＋n·h (h＞-1) 

이 성립한다는것을 증명하여라.

자연수 n에 관계되는 명제 P(n)에 대하여 다음 두 사실

이 증명되면 P(n)은 모든 자연수 n에 대하여 옳다.

1) P(1)이 옳다.

2) P(k)가 옳으면 P(k＋1)도 옳다.
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(풀이) 1) n＝1일 때

왼변＝(1＋h)＝1＋h
오른변＝1＋1·h＝1＋h

2) n＝k일 때 옳다고 하자.

즉 (1＋h)k≥1＋kh 
그러면 n＝k＋1일 때

(1＋h)k+1＝(1＋h)k(1＋h)≥(1＋kh)(1＋h)
＝1＋(k＋1)h＋kh2≥1＋(k＋1)h

즉 안같기식이 성립한다.

이리하여 모든 n에 대하여 안같기식이 성립한다.

문 제 

1. 다음것을 수학적귀납법으로 증명하여라.

1) 2

1

)1( nk
n

k

=−∑
=

2  

2) ∑
=

+
n

k

kk
1

)1( ＝
3

1
n(n＋1)(n＋2)

3) ∑
= +

n

k kk1 )1(
1

＝
1+n

n

2. 모든 자연수 n에 대하여 n3＋5n은 6으로 완제된다는것을 증

명하여라.

3. 수학적귀납법으로 다음 식을 증명하여라.

1) )1)(1(
1

2 ++=∑
=

nnn
n

k
k 2

6

1

2) ∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

n

k

nnk
1

2
3 )1(

2

1

3) ))(2)(1())(1(
1

3
4

1
2 +++=++∑

=

nnnnkkk
n

k
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2. 2마디공식 

해보기 222 2)( bababa ++=+ ＝
22

2
1
2

20
2 CCC baba ++ 이다. 

32233 33)( babbaaba +++=+ 도 이와 같은 모양으로 표

시해보아라.

(증명) n＝1일 때

왼변＝a＋b, 오른변＝ baba +=+ 1
1

0
1 CC 이다.

kn = 일 때 옳다고 보고 1+= kn 인 경우를 보자.

)()()( 1 bababa kk ++=+ +

))(CCCC( 222110 babbabaa kk
k

k
k

k
k

k
k +++++= −− L

121211010 C)CC()CC(C +−+ ++++++= kk
k

k
kk

k
kk

k
k bbabaa L

이다. 그런데

,,CCC,CCC,CC 2
1

211
1

100
1

0 L+++ =+=+= kkkkkkkk
1
11

1 CC,CCC +
++

− ==+ k
k

k
k

k
k

k
k

k
k

이므로

+++=+ −
++

+
+

+ 212
1

1
1

10
1

1 CCC)( babaaba k
k

k
k

k
k

k

11
11 CC ++
++ ++ kk

k
kk

k babL  

즉 1+= kn 때에도 같기식이 옳다는것이 밝혀졌다. 이리하여

수학적귀납법에 의하여 모든 자연수에 대하여 공식이 성립한다고

결론할수 있다.

뉴톤의 공식을 뉴톤의 2마디공식 또는 2마디공식이라고 부르고 이

공식의 오른변을 nba )( + 의 전개식, 매 마디의 곁수

n
n

n
n

k
nnnn C,C,,C,,C,C,C 1210 −LL

을 2마디곁수라고 부른다. 그리고 전개식의 1+k 번째 마디 kknk
n ba −C

을 일반마디라고 부른다.

뉴톤의 공식 

nn
n

kknk
n

n
n

n
n

n
n

n bbababaaba CCCCC)( 222110 ++++++=+ −−− LL  
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례 1. 다음 식을 전개하여라.

1) (a＋b)4 2) (a－b)5

(풀이) 1) (a＋b)4＝ 44
4

33
4

222
4

31
4

40
4 CCCCC babbabaa ++++  

그런데 6
12
34C,4CC,1CC 2

4
3
4

1
4

4
4

0
4 =

⋅
⋅

=====

이므로
4322344 464)( babbabaaba ++++=+  

2) +−+−+=−+=− 232
5

41
5

50
5

55 )(C)(CC)]([)( babaababa  
55

5
44

5
323

5 )(C)(C)(C bbaba −+−+−+  

그런데 10
12
45CC,5CC,1CC 3

5
2
5

4
5

1
5

5
5

0
5 =

⋅
⋅

======  

이므로 
543223455 510105)( babbababaaba −+−+−=−  

례 2. 

51
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x 을 전개하여라.

(풀이)

4
4
5

3
23

5

2
32

5
41

5
50

5

5 1C1C1C1CC1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x

x
x

x
xx

x
x + 

5
5
5

1C ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

x 53
35 1510105

xxx
xxx +++++=  

2마디공식에서 전개식의 곁수들을 L4,3,2,1,=n 으로 n
을 하나씩 증가시키면서 차례로 써보면 다음과 같은 《3각형》

을 얻을수 있고 거기에 일정한 규칙성이 있다는것을 알수 있다. 

이것을 파스칼3각형이라고 부른다.

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

3 3

4 6 4

5 10 10 5

………………………………

n＝1 

n＝2 

n＝3 

n＝4 

n＝5 

1
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2마디공식은 뉴톤이 발견하였는데 그는 이 공식이 n이 부수일

때와 분수일 때에도 성립한다는것을 증명하였다.

례 3.

9
2 1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x 의 전개식에서 6x 의 곁수와 x 가 들어있지 않

는 마디를 구하여라.

(풀이) 전개식의 일반마디는

kkk
k

kk x
x

x 318
9

92
9 C)1(1)(C −− −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

그러므로 6x 의 곁수를 구하려면

6318 =− k 즉 4=k 를 택한다.

따라서 6x 의 곁수는

126
1234

6789
=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=− 4
9

4 C)1(

x가 들어있지 않는 마디는

0318 =− k 즉 6=k 일 때이므로

84
123

789
=

⋅⋅
⋅⋅

==− 3
9

6
9

6 CC)1(  

이것은 전개식의 7번째 마디이다.

문 제 

1. 다음 식을 전개하여라.

1) 6)2( yx + 2) 5)3( x−

3) 7)1( −x 4)

62
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x

2.

6

3
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

yx 의 전개식에서 24 yx , yx5 의 곁수를 구하여라.

3.

823 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x 의 전개식에서 x가 들어있지 않는 마디와 2−x 이 들어

있지 않는 마디를 구하여라.

4. nba )( − 의 전개식을 써라.
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련습문제 

1. n각형의 아낙각들의 합이 (n-2)180°라는것을 증명하여라.

2. 수학적귀납법을 써서 1+nn ＞ )3()1( ≥+ nn n 이 성립한다는것을 증

명하여라.

3. 다음 식을 전개하여라.

1) 5)3( +x 2)

5

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

x
y

y
x

3)

82 3
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

x
x

4)

7
2

2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

x
x

4. 다음 식을 계산하여라.

1)

7

2
17

2
1

11 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ aa 2)

44
3232 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

x
x

x
x

5. 823 )( 32 ba − 의 전개식에서 세번째 마디를 구하여라.

6.

7
2

3
12 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x 의 전개식에서 8x 의 마디를 구하여라.

7.

7

4
3

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

x
x 의 전개식에서 x가 들어있지 않는 마디를 구하여라.

8.
8

2
2

2
13 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x 의 전개식에서 일반마디와 가운데마디를 구하여라.

9. 10)2( x+ 의 전개식에서 가장 큰 곁수를 가지는 마디를 구하여라.

10. 5)2( +x 의 전개식에서 두번째 마디의 값이 1 000보다 크게

되는 x의 범위를 구하여라.

복습문제 

 

1. 붉은색, 푸른색, 노란색, 풀색, 흰색 기발이 1개씩 있다. 기발

3개를 한줄에 배렬하면 한가지 신호를 얻는다. 이 5가지 기발

로 몇가지 신호를 할수 있는가?

2. 7명의 학생을 나란히 세우는 방법은 몇가지 있는가? 키가 가장

큰 학생이 끝에 있도록 나란히 세우는 방법은 몇가지인가?  
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3. 1부터 9까지의 수자를 써서 같은 수자가 거듭 들어가지 않는 네

자리 홀수를 몇개 만들수 있는가?

4. 서로 다른 수자로 되여있는 네자리수가운데 짝수와 홀수가 번갈

아 나오는것은 모두 몇개인가?

5. 볼록n각형 P1P2…Pn의 세 정점을 련결하여 얻은 3각형들가운데서

볼록n각형의 변을 가지지 않는 3각형은 몇개나 되겠는가?

6. 각각 6개, 5개, 3개의 평면으로 이루어진 평행평면들이 세개가

사귀여 생기는 평행6면체의 개수는 몇개인가?

7. 최우등생 10명과 우등생 6명가운데서 각각 3명씩 뽑는 방법은

몇가지 있는가?

8. 10명의 학생을 3개의 호실 A, B, C에 배치하려고 한다.

1) A에 4명, B, C에 각각 3명씩 배치하는 방법은 몇가지 있는가?

2) 지적된 한 학생을 A에 배치하고 나머지 9명을 A, B, C에

각각 3명씩 배치하는 방법은 몇가지인가?

9. 어떤 소조에 10명의 학생이 있는데 그중 3명이 녀학생이다. 2명

의 학생을 뽑으려고 한다. 적어도 1명이 녀학생이 되게 하는

방법은 몇가지인가?

10. 서로 다른 2n개의 원소에서 n개씩 뽑은 조합가운데서 지적된

한 원소를 포함하는 조합의 수와 포함하지 않는 조합의 수는

같다는것을 증명하여라.

11. 자연수 n에 대하여 다음의 같기식이 성립한다는것을 증명하여라.

1) ( ) 21
3
1

2
1121 n

n
n ≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++++ LL

2)
22

nnn yxyx +
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

(x＞0, y＞0) 3) xnnx sinsin ≤

12. 다음 공식을 증명하여라.

1) 1CCCCC 12
3

1
21 +++++= −

−
−

−
−− rn

r
n

r
n

r
n

r
n L

2) r
r

r
r

r
n

r
n

r
n

r
n CCCCCC 121

1
1 +++++= +−−

+
+ L

13.

9
2

2
15 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x 의 전개식에서 3x 의 곁수를 구하여라.

14. 
n

x
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

1
의 전개식이 상수마디를 포함하려면 mn 3= 이여야 한

다는것을 증명하고 이때의 상수마디를 m 으로 표시하여라.( m
은 자연수) 
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제2장. 평면도형의 방정식 

제1절. 직선의 방정식 

1. 방향곁수에 의한 직선의 방정식  

알아보기 직선 xy
2
1

= 에서 각곁수

2
1
은 각 α 의 어느 삼각

비와 같은가?

y 축에 평행이 아닌 직선 l 이 x 축의 정방향과 θ 만 한 각을

이룬다고 하자.

l //OM1인 직선 OM1을 그으면 직3각형 OM1N에서 

∠M1ON＝θ (
2
πθ ≠ )

x

by −
==

ON

M1N
tanθ

고쳐쓰면 

bxy +⋅= θtan
θtan=k 라고 놓으면

 

점 M( yx, )가 l 에 놓이지 않으면 그 자리표 yx, 는 이 방

정식을 만족시키지 않는다. 따라서 우의 방정식은 직선 l 의 방정

식이다.( k 는 직선 l 의 방향곁수이다.)

이런 모양의 직선의 방정식을 방향곁수

에 의한 직선의 방정식이라고 부른다. 
y 축에 평행인 직선의 방정식은 다음과

같다.

 

bkxy +=

ax =

l

a x

y

그림 2-3

O

그림 2-1

xy
2

1
=  

y

x  α
0 2

1

b

l  
y

x  
θ

그림 2-2

θ
NO

by −  
M1

M(x,y)



 20

례 1. 점 A(0, -2)를 지나며 x축의 정방향과 60°의 각을 이

루는 직선의 방정식을 구하여라.

(풀이) 구하려는 직선의 방정식을

bkxy +=

라고 하자. 360tan =°=k 이므로

bxy += 3
그런데 구하려는 직선이 점 A(0, -2)를 지나므로 

2−=b
이리하여 구하려는 직선의 방정식은 

23 −= xy

문 제 

1. x축에 평행인 직선의 방향곁수는 0이고 y 축에 평행인 직선은

방향곁수를 가지지 않는다. 왜 그런가?

2. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 자리표원점 O(0, 0)을 지나고 x 축의 정방향과 30°의 각

을 이루는 직선

2) 점 (0, 3)을 지나며 x 축의 정방향과 각각 45°, 150°의

각을 이루는 직선

3. 점 A( 00 , yx )을 지나며 방향곁수가 k 인 직선의 방정식은

)( 00 xxkyy −=−
과 같이 쓸수 있다는것을 증명하여라. 

 
2. 두 점을 지나는 직선의 방정식 

알아보기 그림 2-4에서 직선 l 이 두 점 A( 11, yx ), B( 22, yx )

를 지날 때 이 직선의 방향곁수는 얼마인가?

두 점 A ),( 11 yx , B ),( 22 yx 를 지나는 직선 l 의 방정식은 방

향곁수가
12

12

xx
yy

−
−

이므로

bx
xx
yyy +

−
−

=
12

12
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이때 점 A( 11, yx )이 이 직선에 
놓이므로 

bx
xx
yyy +

−
−

= 1
12

12
1

따라서 

1
12

12
1 x

xx
yyyb

−
−

−=  

이므로 구하려는 직선 l 의 방정식은 

1
12

12
1

12

12 x
xx
yyyx

xx
yyy

−
−

−+
−
−

=

이것을 다시 고쳐쓰면 

)( 1
12

12
1 xx

xx
yyyy −

−
−

=−

또는 
 

례 2. 두 점 A )0,(a 과 B ),0( b 를 지나는 직선의 방정식을 구

하여라.

(풀이) 두 점을 지나는 직선의 방정식에 A와 B의 자리표를 넣
으면 

0
0

0 −
−

=
−
−

b
y

a
ax

고쳐쓰면 

 
 

 
문 제 

1. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 자리표원점 O(0, 0)과 점 M0(2, －3)을 지나는 직선

2) 두 점 A(－2, 0)과 B(3, 5)를 지나는 직선

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

1=+
b
y

a
x

l  

y

x  

θ  

그림 2-4

θ
O

A(x1, y1)

B(x2, y2)

x2-x1

y2-y1

y

xa

b B

A

그림 2-5

O 
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2. 두 점 A(-3, 0)과 B(0, 2)를 지나는 직선의 방정식을 구하여라.

3. 다음 방정식으로 표시되는 직선을 그려라.

1) 1
42
=+

yx    2) 1
23
=−

yx

3. 두 직선의 평행조건과 수직조건 

두 직선 111 : bxkyl +=

222 : bxkyl +=  
가 주어졌다. 

1l // 2l 이면 분명히 21 ϕϕ = 이고 거

꾸로 21 ϕϕ = 이면 1l // 2l 이다.

그런데 
2121 tantan ϕϕϕϕ =⇒=  

즉 21 kk =

이리하여 다음과 같은 두 직선의 평행조건을 얻는다.

만일 21 ll ⊥ 이면 분명히
212
πϕϕ ±=

이고 거꾸로
212
πϕϕ ±= 이면 21 ll ⊥ 이다.

그런데

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±=⇒±=

2
tantan

2 1212
πϕϕπϕϕ

1cotϕ−=

즉
1

2
1
k

k −=

이리하여 두 직선의 수직조건은 다음과 같다.

y

x
O

1ϕ 2ϕ  

2l  

1l  

그림 2-6

1l // 212 kkl =⇔

12121 −=⋅⇔⊥ kkll

1ϕ

y

x

1l
2l

2ϕ  

그림 2-7

O
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례 3. 점 A(2, -3)을 지나며 직선 
2
3

2
1

+−= xy 에 수직인 직선

의 방정식을 구하여라. 
(풀이) 구하려는 직선의 방향곁수를 k 라고 하면 

2,1
2
1

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅ kk

따라서 점 A(2,-3)을 지나고 방향곁수가 2=k 인 직선

의 방정식은 )2(2)3( −=−− xy
   즉  72 −= xy  

4. 직선의 일반방정식 

yx, 에 관한 1차방정식 
0=++ CBA yx (*)

이 직선의 방정식이라는것을 보자. 
이제 A와 B가 동시에 령이 아닌 경우에 늘 직선의 방정식으

로 된다는것을 고찰하자. 
B≠0이면 (*)은  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=

B
C

B
A xy

로 고쳐진다. 이것은 방향곁수가 
B
A

−=k 이고 점 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

B

C
0, 를 지나

는 직선을 표시한다. 
A≠0, 0B = 이면 우의 방정식은

A
C

−=x

로 되는데 이것은 x 축의 점
A
C

− 를 지나며 y 축에 평행인 직선이

다. 따라서 방정식 (*)은 직선의 방정식이다. 이 방정식

0=++ CBA yx 을 직선의 일반방정식이라고 부른다. 

례 4. 직선의 방정식 
5

1
2

3 +
=

− yx
을 일반방정식으로 고쳐라. 

(풀이) 
5

1
2

3 +
=

− yx
을 0CBA =++ yx 모양으로 고치면 



 24

)1(2)3(5 +=− yx  

22155 +=− yx  

01725 =−− yx  

따라서 이 직선의 일반방정식은  
01725 =−− yx  

 
문 제 

1. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 점 A(1, 0)을 지나며 직선 012 =++ yx 에 평행인 직선

2) 자리표원점 O를 지나며 직선 3=+ yx 에 수직인 직선

2. 두 직선 0CBA 111 =++ yx 과 0CBA 222 =++ yx 은
2

1

2

1

B
B

A
A

= 일

때 서로 평행이다. 왜 그런가?

련습문제 

1. 점A(1, 2)를지나며 x축과 60°를이루는직선의방정식을구하여라.

2. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 원점 O와 점 (3, -2)를 지나는 직선

2) 두 점 A(5, 2), B(-3, 4)를 지나는 직선

3. 다음과 같은 직선의 방정식을 일반방정식으로 고쳐라.

1) 5
5
3

−= xy 2)
7

4
3

3 +
=

− yx

4. 점 M1(4, -1)를 지나고 직선 042 =++ yx 에 수직인 직선의 방

정식을 구하여라.

5. 다음의 직선들에서 평행 또는 수직인 직선들을 찾아보아라.

1) 0532 =−+ yx 2) 0623 =+− yx

3) 04
3
2

=−+− yx 4) 0546 =−− yx

6. 점 A(3, 0)을 지나며 직선 012 =++ yx 에 평행인 직선의 방정

식을 구하여라.

7. 평행4변형의 린접한 두 변의 방정식이 01=−− yx , 02 =− yx
이고 대각선의 사귐점이 M(3, －1)이다. 이 평행4변형의 다른

두 변의 방정식을 구하여라.
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제2절. 2차곡선 

1. 원둘레의 방정식 

자리표원점 O를 중심으로 하고 
반경이 r 인 원둘레의 방정식을 구하

자. 원둘레의 임의의 점 M( yx, )를 
취하여도(그림 2-8)

OM r=
이다. 따라서 

ryx =+ 22

결국  222 ryx =+  

다음으로 원둘레밖의 임의의 점 N( yx, )을 잡아도 
222 ryx ≠+

라는것을 증명할수 있다. 
따라서 중심이 자리표원점에 있고 반경이 r 인 원둘레의 방

정식은 
222 ryx =+

마찬가지로 중심이 ),(M0 ba 에 있고 반경이 r 인 원둘레의 방
정식은 

원둘레의 보조변수방정식 

중심이 O(0, 0)에 있고 반경이 r 인 
원둘레의 임의의 점 M( yx, )에 대하여 
OM 과 x축사이각을 t 라고 하면 

⎩
⎨
⎧

=
=

try
trx

sin
cos

( π20 <≤ t )

이다. 이 방정식을 t 를 보조변수로 하는 
원둘레의 보조변수방정식이라고 부른다. 

222 )()( rbyax =−+−

O  

M ),( yx  

y

x

그림 2-8

r

y

x

M ),( yx  

O

그림 2-9 

t
r
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문 제 

1. 다음의 방정식들에서 원둘레의 중심과 반경을 구하여라.

1) 16)5()( 22 =−+− yax 2) 11)4()3( 22 =+++ yx
3) 2)2()2( 22 =++− yx

2. 다음과 같이 중심과 반경이 주어진 원둘레의 방정식을 구하여라.

1) C(－1, －5), 7=r 2) C(0, 4), 17=r
3) C(－3, 0), 3=r

3. 다음의 조건을 만족시키는 원둘레의 방정식들에서 k 의 값을 구

하여라.

1) 081222 =++−+ kyxyx 은 반경이 4인 원둘레이다.

2) 02422 =+−++ kyxyx 은 원둘레를 표시한다.

3) 0622 =+−+ kxyx 은 점을 표시한다.

4) 07422 =++++ kyxyx 은 원둘레이다.

2. 타원의 방정식 

평면에서 정해놓은 두 점 F1, F2까지의 거리의 합이 일정( a2 )

한 점들의 모임으로 된 도형을 타원이라고 부른다. 이때 F1, F2를

타원의 초점이라고 부른다.

그림 2-10과 같이 선분 F1F2의 가
운데점을 자리표원점 O로 정하고 직선

F1F2를 x 축, O를 지나며 F1F2에 수직

인 직선을 y 축으로 잡자. 

F1F2 )(2 acc <= 로 놓으면

)0,(F),0,(F 21 cc−
타원 Φ의 임의의 점을 M( yx, )라고 
하면 즉 M(x, y)∈Φ라고 하면 

MF1+MF2 a2=  

그런데 

MF1
22)( ycx ++= , MF2

22)( ycx +−=  

M ),( yx  

y

x  F1 )0,( c− F2 )0,(c

그림 2-10

O

Φ
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따라서 

aycxycx 2)()( 2222 =+−+++

2222 )(2)( ycxaycx +−−=++

두 변을 2 제곱하고 정돈하면 

cxaycxa −=+− 222)(
다시 두 변을 2 제곱하고 정돈하면 

)()( 22222222 caayaxca −=+−

그런데 0>> ca 이므로 022 >− ca  

따라서 )0(222 >=− bbca 으로 놓으면  
222222 bayaxb =+

두 변을 22ba 으로 나누면 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x

다음으로 

N(x, y)∉Φ 12

2

2

2
≠+⇒

b
y

a
x  

이라는것을 증명할수 있다.  
따라서 타원의 방정식은 

 
 

 

이것을 타원의 표준방정식이라고 부른다. 

타원이 x 축과 사귀는 점을 A,

A1, y 축과 사귀는 점을 B, B1이라

고 하면 

A( 0,a ), A1( 0,a− )

B( b,0 ), B1( b−,0 )

B ),0( b  

B1 ),0( b−

A1 )0,( a−  A )0,(aO x

y

그림 2-11

12

2

2

2

=+
b
y

a
x
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이때 선분 AA1을 타원의 긴축, 선분 BB1을 타원의 짧은축이라

고 부른다. 그리고 선분 OA(또는 그 길이 a), OB(또는 그 길이 b)
를 각각 타원의 긴반경, 짧은반경이라고 부른다. 

이제 원둘레의 방정식 
222 ayx =+  

에서 M1( yx, )를 M ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ y

a
bx, 으로 넘기자.  

이때 M(X, Y)라고 하면 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

y
a
b
x

Y

X

따라서 

2
2

2 YX a
b

a
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+  

따라서 

1YX
2

2

2

2

=+
ba

이것은 원둘레를 MN
a
b

= M1N 되게 압축하면 타원이 된다는것

을 보여준다.(그림 2-12) 
 
. 

 

그림 2-13과 같은 원둘레 O에서 임의의 점 M1( yx, )를 잡으

면 다음 식이 성립한다는것을 알수 있다.

y  

xO

a  
M1

a−  a

M

N

그림 2-12

y

x  

a
M1

M

a-a

b

-b
O

 ya
b

그림 2-13

N
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⎩
⎨
⎧

=
=

α
α

sin
cos

ay
ax

이제 y
a
bx == Y,X  되게 압축하면 긴반경이 a , 짧은반경이 

b인 타원이 된다. 그리하여 다음과 같은 타원의 방정식을 얻는다. 
 
 
 
 

이 방정식을 타원의 보조변수방정식이라고 부른다. 

(주의) 타원의 방정식 

1
94

22

=+
yx

은 긴축이 y축에 놓이는 타원을 표시한다. 이때 이 타
원의 초점은 y축에 놓인다. 

 
문 제 

1. 다음과 같은 긴반경과 짧은반경이 주어졌을 때 타원의 표준방정

식, 보조변수방정식을 구하여라. 

1) 2,4 == ba    2)
3
1,

2
1

== ba  

2. 다음과 같은 타원의 방정식에서 보조변수방정식은 표준방정식으

로 고치고 표준방정식은 보조변수방정식으로 고쳐라.

1)
⎩
⎨
⎧

=
=

α
α

sin2
cos3

y
x

2)
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx
2sin3

2sin

3) 1
46

22

=+
yx

4) 1
75

22

=+
yx

3. 문제 2의 타원의 방정식으로부터 그 타원들의 초점의 자리표를

구하여라.

4. 다음의 방정식을 타원의 표준방정식으로 고치고 긴반경과 짧은

반경, 초점의 자리표를 구하여라.

1) 164 22 =+ yx 2) 532 22 =+ yx 3) 22 25 yx −=−

⎩
⎨
⎧

=
=

α
α

sinY
cosX

b
a
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3. 쌍곡선의 방정식 

쌍곡선의 방정식 

평면에서 정해진 두 점 F1, F2까지의 거리의 차가 일정 )02( >a
한 점들로 이루어지는 도형을 쌍곡선이라고 부른다. 여기서 점 F1,

F2를 쌍곡선의 초점이라고 부른다.

그림 2-14와 같이 선분 F1F2의 가운데점을 자리표원점 O로

정하고 F1F2를 x 축, O를 지나며 F1F2에 수직인 직선을 y 축으로

잡자.

F1F2 )0(2 >= cc 로 놓으면

F1 ),0,( c− F2 )0,(c
쌍곡선Φ의임의의점을 ),(M yx

라고 하면

즉 M(x, y)∈Φ라고 하면

a2|MFMF| 21 =− 이므로

aycxycx 2)()( 2222 ±=+−−++

aycxycx 2)()( 2222 ±+−=++

이 방정식에서 두 변을 2제곱하고 정돈하면

222)( acxycxa −=+−±

다시 두 변을 2제곱하고 정돈하면

)()( 22222222 acayaxac −=−−

그런데 0>> ac 이므로 022 >− ac
따라서 )0(222 >=− bbac 으로 놓으면

222222 bayaxb =−

두 변을 22ba 으로 나누면

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

즉

1),(M 2

2

2

2
=−⇒Φ∈

b
y

a
xyx

y

x  
-a a

F1 )0,( c− F2 )0,(cAA1

B1

B
),(M yx  

그림 2-14

O

Φ
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다음으로 1),(N 2

2

2

2
≠−⇒Φ∉

b
y

a
xyx 을 증명할수 있다.

따라서 쌍곡선의 방정식은

이것을 쌍곡선의 표준방정식이라고 부른다.

이때 선분 AA1을 실축, 선분 OA(또는 그 길이 a )를 실반경이

라고 부른다.

두 점 B( b,0 ), B1( b−,0 )를 잡았을 때 선분 BB1을 허축, 선

분 OB (또는 그 길이 b )를 허반경이라고 부른다.

쌍곡선의 보조변수방정식을 구

하여보자.

그림 2-15와 같이중심이O이고반

경이 a 인원O(a )를그리자.

쌍곡선의 임의의 점 M( yx, )에

서 x 축에 수직선을 긋고 그와 사

귀는 점을 B라고 하자.

B에서 원 O(a )에 접선 BA를 긋

자. 이때 ∠AOB α= 라고 하면 쌍곡선의 오른쪽가지의 점 M과

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ −

2
,

2
ππ

α 사이에는 1대1대응이 있다.

y

x  

M ),( yx

A

F1 BF

-a   
O

α a  

그림 2-15

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

쌍곡선은 3개의 관측소를 가지고 지진이 일어난 진원의 위치를

확정하는데 리용할수 있다.

실례로 한 직선에 놓이지 않는 3개의 위치 F, F1, F2에 관측

소가 있다. 지진이 발생하였을 때 초소 F1에서는 F에서보다 1t 초
후에, 초소 F2에서는 F에서보다 2t 초후에 지진이 관측되였다고 한

다. 지진의 진원을 구하여라.

탐 구
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이때 αsecOB ax ==
이것을 쌍곡선의 방정식에 넣어 y 를 구하자.

)(secsec 122222 −± ±=−= αα a
a
baay

a
b

αα tantan22 ba
a
b

±=±=

즉 αtanby =
따라서 쌍곡선의 오른쪽가지의 보조변수방정식

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎩
⎨
⎧

−∈
=

=

2
,

2
,

tan
sec ππ

α
α
α

by
ax

이 나온다.

쌍곡선의 왼쪽가지에 대해서는 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
3,

2
ππα 인 α 에 대하여

우의 보조변수방정식이 성립한다는것을 알수 있다.

따라서 쌍곡선의 보조변수방정식은

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎩
⎨
⎧

−∈
=

=

2
3,

22
,

2
,

tan
sec ππππ

α
α
α

U
by
ax

쌍곡선의 점근선

쌍곡선의 방정식을 고쳐쓰면

22 ax
a
by −±=

1사분구에 있는 쌍곡선의 가지

)(22 axax
a
by ≥−= 와 함께 직선

x
a
by = 를 살펴보자.(그림 2-16)

22 ax
a
bx

a
b

−>

이므로 x 자리표가 같은 쌍곡선과 직선의 점을 각각 M( yx, ),

M1( 1, yx )이라고 하면 yy >1 이므로 쌍곡선은 직선 x
a
by = 아래에

놓인다. 그리고

M1 ),( 1yx  

M ),( yx  

x  

y

O )0,(a )0,(x

x
a
by =

그림 2-16

ㄱ
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)( 22
1 axx

a
byy −−=−

2222

2

axx

ab

axx

a
a
b

−+
=

−+
⋅=

즉 x 가 커짐에 따라 쌍곡선이 직선 x
a
by = 에 끝없이 가까

와간다.

이때 이 직선을 쌍곡선의 점근선

이라고 부른다.

그림 2-17에서 보는것처럼

쌍곡선

12

2

2

2

=−
b
y

a
x

에는 두개의 점근선

x
a
by ±= 가 있다.

문 제

1. 다음과 같은 쌍곡선의 표준방정식, 보조변수방정식을 구하여라.

1) 3,2 == ba 2) 5,4 == cb 3) 4,3 == ca
2. 다음 곡선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 자리표원점으로부

터 초점까지의 거리를 구하여라.

1) 144169 22 =− yx 2) 4
4
13 22 =− yx

3) 22 7152 yx += 4) 22 9126 yx =−
3. 다음 쌍곡선의 점근선의 방정식을 구하고 그림을 그려라.

1) 1
94

22
=−

yx
2) 4001625 22 =− yx

4. 포물선의 방정식 

평면에서 정해놓은 점 F와 정해놓은 직선 l 까지의 거리가 같은

점들로 이루어진 도형을 포물선이라고 부른다. 이때 점 F를 포물선

의 초점, 직선 l 을 포물선의 준선이라고 부른다.

그림 2-17

y
 

x
 

a
 

-a
O

x
a
by −=

 

x
a
by =  
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포물선의 방정식을 구하자.

초점 F에서 준선 l 에 수직선 FK

를 긋고 FK의 가운데점 O를 자리표원

점으로 정하자. 그리고 직선 FK를 x
축, O를 지나며 KF에 수직인 직선을

y 축으로 잡자.(그림 2-18)

p=KF 라고 하면 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

2
F p

이고 l

의 방정식은
2

p
x −= 이다. 준선이 l 이

고 초점이 F인 포물선을 Φ라고 하자.

),(M yx ∈Φ이면 MH＝MF

그런데

2
MH px += , 2

2

2
MF ypx +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

이므로

22
2

2
p

x
p

x y +=− +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

이 방정식의 두 변을 2제곱하고 정돈하면

pxy 22 =

즉 ),(M yx ∈Φ pxy 22 =⇒

다음으로 ),(N yx ∉Φ pxy 22 ≠⇒ 라는것을 증명할수 있다.

따라서 포물선의 방정식은

이것을 포물선의 표준방정식이라고 부른다.

포물선 pxy 22 = 에서 pxy 2)( 2 =± 이므로 x 축이 대칭축이라는

것을 알수 있다.

포물선과 대칭축과의 사귐점을 포물선의 정점이라고 부른다.

pxy 22 =

y

x  

M ),( yx  

OK
F )0,

2
(

p  

그림 2-18

l 

H

Φ
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포물선 pxy 22 = 는 p 에 따라 다음과 같은 모양을 가진다.

(그림 2-19)

또한 포물선의 방정식은 pyx 22 = 와 같이 구할수도 있다.(그

림 2-20)

포물선 pyx 22 = 에서는 y축이 대칭축이다.

다음으로 포물선의 보조변수방정식을 구해보자.

포물선 pxy 22 = 에서 R, ∈= aay 로 놓으면

p
ax
2

2

=

따라서 포물선의 보조변수방정식은

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

ay

p
ax
2

2

x
x

y  y

0
0

F

Fl  

l

pyx 22 = pyx 22 =

그림 2-20

0>p  0<p

x x

y  y

0 0F F

l  l

pxy 22 = pxy 22 =

그림 2-19 

0>p  0<p
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지금까지 배운 원둘레, 타원, 쌍

곡선, 포물선은 원뿔면을 자를 때 생

긴다.

그림 2-21에서와 같이 원뿔의

옆면을 축에 수직인 평면으로 자르면

원이 생기고 모든 모선과 사귀면서

축에 경사지게 자르면 타원이 생기고

축에 평행인 평면으로 자르면 쌍곡선

이 생긴다. 또한 한 모선에 평행인

평면으로 자르면 포물선이 생긴다.

그러므로 원둘레, 타원, 쌍곡선,

포물선을 통털어서 원뿔곡선이라고도

부른다.

문 제

1. 다음과 같은 포물선의 표준방정식, 보조변수방정식을 구하여라.

1) xp ,4= 축을 대칭축으로 하고 y 축의 오른쪽반평면에 있다.

2) yp ,6= 축을 대칭축으로 하고 x축의 웃쪽반평면에 있다.

2. 다음과 같은 포물선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 p 를

구하여라. 그리고 그림을 그려라.

1) xy =2

8
1

2) xy 23 2 = 3) yx 43 2 −=

4) 06 2 =− yx 5) 052 =+ yx
3. 자리표평면에서 점 F(0, 3)을 초점으로 하고 직선 5−=y 를

준선으로 하는 포물선의 방정식을 구하고 이 곡선의 정점을

구하여라.

4. 포물선 2xy = 의 점으로부터 직선 042 =−− yx 까지의 거리가

가장 짧은 점의 자리표를 아래에서 찾아라.

1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
1,

2
1

2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
3,

2
3

3) (2, 4) 4) (1, 1)

 

타원 

쌍
곡
선

원 

그림 2-21

포 
물 
선 
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련습문제

1. 중심이 (3, -3)이고 반경이 3인 원둘레의 방정식을 구하고

이것을
3
2
로 압축하여 얻은 타원의 방정식을 구하여라.

2. 다음의 2차곡선의 방정식을 표준방정식으로 고쳐라.

1) 164 22 =+ yx 2) 042 22 =+− yx 3) 06 2 =− yx

4) 22 164 yx += 5) 052 =+ yx 6) 22 9182 yx −=

3. 다음의 조건을 만족시키는 2차곡선의 표준방정식을 구하여라.

1) 3,4 == ca 인 타원

2) 3=c , 두 점근선사이의 각이 90°인 쌍곡선

3) 준선의 방정식이 3−=y 인 포물선

4. 반경이 r 인 원둘레 O와 그안에 한 점 p 가 있다. 점 p 를

지나며 원둘레 O에 접하는 모든 원둘레의 중심들의 모임은

타원이다. 증명하여라.

5. 대칭축이 자리표축과 겹치고 리심률이 8.0=e 이며 초점과 준선

사이의 거리가
4
9
인 타원의 방정식을 구하여라.

6. 이동점 M에서 고정점 A(1, 1)까지의 거리와 점 M에서 고정점

B(-1, 1)까지의 거리를 던 차가 부 아닌 실수 a (상수)이다.

이때 이동점 M의 자리길을 아래에서 찾아보아라.

1) 쌍곡선의 한가지

2) 쌍곡선의 한가지 또는 하나의 직선

3) 쌍곡선의 한가지 또는 하나의 직선 또는 하나의 선

4) 3)을 제외하고 또 다른 경우가 있다.

7. 타원 1
144169

22
=+

yx
의 초점을 지나고 타원이 x 축과 사귀는

점들을 초점으로 하는 쌍곡선의 방정식을 구하여라.

8. 쌍곡선 1
169

22
=−

yx
의 왼쪽초점으로부터 거리가 7인 쌍곡선의

점을 구하여라.



 38

9. 그림 2-22를 보고 쌍곡선을 그리는 방법을 설명하고 그 근거를

밝혀라.

복습문제  

1. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라.

1) 점 M(0, 3)을 지나며 방향곁수가
2
1

=k 인 직선

2) 점 M(2, -1)을 지나며 방향곁수가 3−=k 인 직선

3) 점 M(-3, 1)을 지나며 x축의 정방향과 -45°를 이루는 직선

4) 두 점 M(5, -3)과 N(-2, 0)을 지나는 직선

2. 다음과 같은 방정식으로 표시되는 직선의 y 축과의 사귐점과

방향곁수를 구하여라.

1) 02 =+− yx 2) 0352 =++− yx

3) 062 =−y 4) 023 =−− x

3. 다음과 같은 직선의 방정식을 방향곁수에 의한 방정식으로

고치고 그것들을 그려라.

1) 035 =−+ yx 2) 023 =+− yx
3) 072 =−y 4) 053 =+x

4. 방정식 ayx =+− 12 에서

1) =a -1, 0, 3일 때 각각 이 방정식으로 표시되는 직선을

그려라.

그림 2-22

F1

F

M

P
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2) a 의 값이 커질수록 이 방정식으로 표시되는 직선은 어떻게

그려지는가?

5. 점 M(3, -2)을 지나며 직선 06 =+− yx 에 평행인 직선과

수직인 직선의 방정식을 구하여라.

6. 점 M(5, -2)를 지나며 직선 0532 =++ yx 에 평행인 직선과

수직인 직선의 방정식을 구하여라.

7. 두 점 A(3, 5)와 B(-3, 4)가 주어졌다. 점 C(-2, 1)를

지나면서 직선 AB에 평행인 직선의 방정식을 구하여라.

8. 두 직선 09 =−− ykx 과 052 =++ yx 이 평행이라면 k 는 어떤

값을 가지는가?

9. 직선 054)2()12( =−−−+++− nynmxnm 이 y 축에 평행이고

x축과 점 A(2, 0)에서 사귀도록 nm, 의 값을 정하여라.

10. 중심이 (0, 0)이고 점 M(3, 2)를 지나는 원둘레의 방정식을

구하여라.

11. 다음의 방정식은 어떤 도형을 표시하는가?

1) 0422 =−+ yyx 2) 0204222 =−+−+ yxyx

12. 타원 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

에서
a

bae
22 −

= 을 리심률이라고

부른다.

1) 타원 1
64100

22

=+
yx

의 리심률은 얼마인가?

2) 10 << e 임을 증명하여라.

3) 원둘레는 《리심률이 0》인 타원이라고 생각할수 있다. 왜

그런가?

4) 98.0,10 == ea 인 타원에서 b를 구하고 타원을 그려라.
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제3장. 도함수와 그 응용 

제1절. 극한과 련속 

1. 수렬의 극한 

알아보기 다음 수렬들에서 마디의 번호가 끝없이 커질 때 매

마디의 값이 어디로 다가가는가?

LL ,
1

,,
3

1
,

2

1
1,

n

례 1. 1) 01lim =
∞→ nn

2)
n

nan
1+

= 일 때
n

an
11+= 이므로 n 이 끝없이 커질

때 na 은 1에 수렴한다.

즉

11lim =
+

∞→ n
n

n

수렬이 수렴하지 않으면 그 수렬은 발산한다고 말한다.

수렬 2, 4, 6, …, 2n에서와 같이 n이 끝없이 커질 때 마디의 값이

얼마든지 커지면 수렬은 무한대로 발산한다고 말한다.

또한 수렬 3, －3, 3, －3, … 에서와 같이 마디가 몇개의

값을 차례로 되풀이하여 잡으면서 일정한 수로 가까와가지 않으면

수렬은 진동발산한다고 말한다.

수렬 ( na )에서 마디의 번호 n이 끝없이 커질 때 na 이 일정

한 수 a 로얼마든지가까와가면수렬 ( na )은 수 a 로 수렴한다고

말하고 다음과 같이 표시한다.

aann
=

∞→
lim 또는 )( ∞→→ naan

그리고 수 a 를 수렬 ( na )의 극한이라고 부른다.
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문 제

1. 다음 수렬가운데서 수렴하는 수렬을 갈라내고 그 극한이 얼마인

가를 말하여라.

1) LL ,
2

1
,,

4

1
,

2

1
1, n 2) 2, 2, 2, …

3) LL ,
1

,,
4

3
,

3

2
,

2

1

+n
n

4) 1, 4, 9, 16, …

2. 다음 수렬들가운데서 수렴하는 수렬과 발산하는 수렬을 갈라내

여라.

1) 5, 3, 1, －1, … 2) 0.9, 0.99, 0.999, …

3) L,2sin,
2

3
sin,sin,

2
sin πππ

π
4) 3, -9, 27, -81, …

수렬의 극한에 관한 다음 성질을 쓰면 수렬의 극한을 쉽게 구

할수 있다.

성질 (2), (3)은 3개이상의 수렬에 대해서도 그대로 성립한다.

즉

(2)′ nnnnnnnnnn
cbacba

∞→∞→∞→∞→
±±=±± limlimlim)(lim

(3)′ nnnnnnnnnn
cbacba

∞→∞→∞→∞→
⋅⋅=⋅⋅ limlimlim)(lim

수렬의 극한의 성질 

bbaa nnnn
==

∞→∞→
lim,lim 이면

(1) caacca nnnn
==

∞→∞→
lim)(lim ( c 는 상수)

(2) bababa nnnnnnn
±=±=±

∞→∞→∞→
limlim)(lim

(3) bababa nnnnnnn
⋅=⋅=⋅

∞→∞→∞→
limlim)(lim

(4) )0lim(
lim

lim
lim ≠===

∞→
∞→

∞→

∞→
bb

b
a

b

a

b
a

nnnn

nn

n

n
n
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례 2. 1)
nnnn nnnnn

1lim1lim515lim15lim 22 lim
∞→∞→∞→∞→∞→

⋅++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==+

5005 =⋅+=

2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→∞→∞→∞ nnnn nnn

22lim11lim2211lim

20)0)(2(1 =++=

례 3.
323
12lim 2

2

++
++

∞→ nn
nn

n
을 구하여라.

(풀이) 이 경우에는 다음과 같이 고쳐서 상의 극한에 관한 성질

을 쓴다.

3
2

323lim

112lim

323

112
lim

323
12lim

2

2

2

2

2

2
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
++

++
=

++
++

∞→

∞→

∞→∞→

nn

nn

nn

nn
nn
nn

n

n

nn

례 4. )1(lim nn
n

−+
∞→

를 구하여라.

(풀이) 이 경우에는 차의 극한에 관한 성질을 직접 쓸수 없다.

다음과 같이 고쳐서 계산한다.

nn
nnnnnn

nn ++
++−+

=−+
∞→∞→ 1

)1()1(lim)1(lim

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⋅

=
++
−+

=
∞→∞→

111

1lim
1
1lim

n
n

nn
nn

nn

0
2
10

111

1lim1lim =⋅=
++

⋅=
∞→∞→

n
n nn

문 제

1. 다음 극한을 구하여라.

1)
n

n
n

25lim −
∞→

2)
1

1lim 2 +→∞ nn
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3)
1
13lim

+
−

∞→ n
n

n
4)

)2)(1(
3lim
++

+
∞→ nn

n
n

2. 다음 극한을 구하여라.

1) )11(lim −−+
∞→

nn
n

2) )1(lim nnn
n

−+
∞→

3) )53(lim 2 nnn
n

−+−
∞→

2. 무한같은비수렬의 합 

첫째 마디가 a ( 0≠ ), 공통비가 )0(≠q 인 무한같은비수렬

LL ,,,,, 12 −naqaqaqa
에서 처음 n개 마디의 합을

1S −+++= n
n aqaqa L

로 표시하면 L3,2,1,=n 일 때 수렬

S1, S2, …, Sn, …

이 얻어진다. 이 수렬이 수렴하면 극한

SSlim =
∞→ nn

를 무한같은비수렬 )( 1−naq 의 합이라고 부르고 다음과 같이 표시한다.

S LL +++++= −12 naqaqaqa
또는

S ∑
∞

=

−=
1

1

k

kaq

(1) 0|| ≠q 일 때

같은비수렬의 합의 공식을 쓰면

n
n

n q
q

a
q

a
q
qaa

⋅
−

−
−

=
−
−

=
111

S

그런데 1|| <q 이면

LL >>>>> nqqqq |||||||| 32

이고 n 이 끝없이 커감에 따라 nq || 은 0에 얼마든지 가까

와진다. 즉

0lim =
∞→

n

n
q
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따라서

q
aq

q
a

q
a n

nnn −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−
−

−
=

∞→∞→ 111
limSlim

즉

S
q

a
−

=
1

다음으로 1|| >q 이면

LL <<<<< nqqqq |||||||| 32

이고 n 이 끝없이 커감에 따라 nq || 은 얼마든지 커진다.

따라서 (Sn)은 발산한다. 즉 1|| >q 일 때 무한같은비수렬

은 합을 가지지 않는다.

(2) 1|| =q 일 때

1=q 이면 Sn naaaa =+++= L

1−=q 이면 Sn aaaaa n ⋅−+−+−= −1)1(L

이므로 어느 경우나 (Sn)은 수렴하지 않는다. 따라서 이

경우에도 무한같은비수렬은 합을 가지지 않는다.

례 1. 무한같은비수렬

L,
4

1
,

2

1
1,

의 합을 구하여라.

(풀이) 1
2
1||,1 <== qa 이므로

n개

n개

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<
−=∑

∞

=

−

1||, 

1||,
1

1

1

q

q
q

a
aq

k

k

발산
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S 2

2

1
1

1

1
=

−
=

−
=

q
a

즉 2
2

1

4

1

2

1
1

1
=+++++ − LL n

무한같은비수렬의 합의 공식을 쓰면 순환소수를 쉽게 분수로

고칠수 있다.

례 2. 순환소수 0.(7)을 분수로 고쳐라.

(풀이) 0.(7)=0.777…＝0.7＋0.07＋0.007＋…

＝ L+++
32 10

7

10

7

10

7

이것은
10

1
,

10

7
== qa 인 무한같은비수렬의 합이다.

따라서

9

7

10

1
1

10

7

0.(7) =
−

=

문 제

1. 다음 합을 구하여라.

1) ∑
∞

=0

2.0
k

k 2) ∑
∞

=

−

1

3
n

n 3) ∑
∞

=0 10
3

n
n

2. 다음 순환소수를 분수로 고쳐라.

1) 0.(13) 2) 0.4(23) 3) 1.2(12)

3. 다음 극한을 구하여라.

1) n

n

n 52
22lim

+
−

∞→
2) n

nn

n 41
32lim

−
+

∞→
3) n

n

n 22
35lim +

∞→

3. 함수의 극한 

일정한 압력밑에서 물체의 온도를 점점 낮추어 -273℃에 가까

와가면 물체의 분자들의 운동은 정지상태에 들어간다. 이것은 물체

의 온도 T(절대온도)가 련속적으로 변하면서 －273℃에 끝없이

가까와갈 때 물체의 분자들의 운동속도 v가 얼마든지 0에 가까
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와간다는것을 보여준다. 과학과 기술에서는 이와 같이 독립변수가

일정한 값으로 련속적으로 끝없이 가까와갈 때 함수값의 변화를 살

펴보아야 할 경우가 많다.

례 1. 함수 12)( −= xxf 에서 변수 x 가 2에 끝없이 가까와갈

때 함수값의 변화를 살펴보자.

변수 x가 2에 가까와지는 방법에는 여러가지가 있다. 2

보다 큰 값을 잡으면서 갈수도 있고 작은 값을 잡으면

서 갈수도 있다. 또한 2보다 큰 값과 작은 값을 엇바꾸

어 잡으면서 갈수도 있다.

다음 표에서는 2보다 작은 값과 2보다 큰 값을 각각 잡

으면서 2에 가까와지는 경우에 함수 )(xf 의 값의 변화

를 보여주고있다.

x 1.9 1.99 1.999 1.999 9… → 2

f(x) 2.8 2.98 2.998 2.999 8… → 3

x 2.1 2.01 2.001 2.000 1… → 2

f(x) 3.2 3.02 3.002 3.000 2… → 3

변수 x 가 아무런 방법으로나 2에 끝없이 가까와가도

)(xf 의 값은 3에 얼마든지 가까와간다는것을 알수 있

다.(그림 ３-1)

례 2. 함수
1
1)(

2

−
−

=
x
xxg 는 1=x 에서 뜻을 가지지 않지만

1≠x 인 모든 x에서 01≠−x 이므로

x

f(x)=2x-1

2

3

y 

0

그림 ３-1

x 

g(x)=
1
12

−
−

x
x

1

2

y

0

그림 ３-2

-1
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1
1

)1)(1()( +=
−

+−
= x

x
xxxg

따라서 1≠x 이면서 x 가 아무런 방법으로나 1에 끝없이 가까

와갈 때 함수 )(xg 의 값은 2에 얼마든지 가까와간다.(그림 3-2)

함수 )(xf 가 점 a 의 충분한 가까이에서 늘 뜻을 가진다고 하자.

함수의 극한표시에서 기호 ax → 는 x가 ax ≠ 이면서 a 에 끝

없이 가까와간다는것을 직관적으로 표시한것이다.

우에서 본 례들은 극한기호를 써서 각각 다음과 같이 표시할수 있다.

2
1
1lim,3)12(lim

2

12
=

−
−

=−
→→ x

xx
xx

ax → 일 때 함수 )(xf 가 수렴하지 않으면 함수 )(xf 는

ax → 일 때 발산한다고 말한다.

례 3. 함수
x

xf 1)( = 은 0→x 일 때 그 절대값이 얼마든지 커

지면서 일정한 값으로 가까와가지 않는다. 따라서 함수

x
xf 1)( = 은 0→x 일 때 발산한다.

변수 x 가 아무런 방법으로나 수 a 에 끝없이 가까와가도( ax ≠ )

함수 )(xf 의 값이 늘 일정한 수 A에 얼마든지 가까와가면 함수

)(xf 는 x 가 a 로 가까와갈 때 수 A로 수렴한다고 말하고 다음과

같이 표시한다.

)A()( A)(lim axxfxf
ax

→→=
→

또는

그리고 수 A를 점 a 에서 함수 )(xf 의 극한이라고 부른다.

x

y 

a

c 

0

f(x)=c 

그림 3-3

x a

y

0

그림 ３-4

a
f(x)=x 
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그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이

cc
ax

=
→

lim ( c 는 상수)

ax
ax

=
→

lim

문 제

1. 다음 함수의 극한을 구하여라.

1) )5(lim
2

x
x

−
→

2)
x

x
x 3

15lim
1

+
−→

3) t
t

2.0lim
2−→

4) x
x

π
2
3coslim

1→

2. 함수
1

2)(
+

=
x

xf 에서 x 가 -1에 끝없이 가까와갈 때 함수값이

일정한 수로 《수렴한다》고 말할수 있는가?

3. 다음 극한이 있는가?

1) 22 )2(
1lim
+−→ xx

2)
9
3lim 23 −

+
−→ x

x
x

3)
xx

1sinlim
0→

4)
axax −→

1coslim

함수의 극한에서는 다음 사실이 성립한다.

성질 (2), (3)은 3개이상의 함수에 대해서도 성립한다. 즉

함수의 극한의 성질 

B)(lim,A)(lim ==
→→

xgxf
axax

이면

(1) A)(lim)(lim kxfkxkf
axax

==
→→

( k 는 상수)

(2) BA)(lim)(lim)]()([lim ±=±=±
→→→

xgxfxgxf
axaxax

(3) BA)(lim)(lim)]()([lim ⋅=⋅=⋅
→→→

xgxfxgxf
axaxax

(4) )0B)(lim(
B
A

)(lim

)(lim

)(
)(lim ≠===

→
→

→

→
xg

xg

xf

xg
xf

ax
ax

ax
ax
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(2)′ )(lim)(lim)(lim)]()()([lim xhxgxfxhxgxf
axaxaxax →→→→

±±=±±

(3)′ [ ] )(lim)(lim)(lim)()()(lim xhxgxfxhxgxf
axaxaxax →→→→

⋅⋅=⋅⋅

우에서 든 극한의 성질을 쓰면 함수의 극한계산을 쉽게 할수 있다.

례 4. 1) 52132 =+⋅=+=+=+
→→→→ 1111

lim32lim3lim)23(lim
xxxx

xxx

2) xxxxx
xxxx 222

2

2
limlim)(limlim
→→→→

⋅=⋅=

422 ===
→

2
2

)lim( x
x

일반적으로
nn

ax

n

ax
axx ==

→→
)lim(lim

례 5. 1) 5limlim3lim2)532(lim
22

2

2

2

2 →→→→
++=++

xxxx
xxxx

1952322 2 =+⋅+⋅=
2) )]12)(13[(lim 2

2
+−+

−→
xxx

x
)12(lim)13(lim 2

22
+−⋅+=

−→−→
xxx

xx

)()( 1limlim2lim1limlim3
22

2

222 −→−→−→−→−→
+⋅+= −

xxxxx
xx x

4595)(1]2)(22)[(1]2)([3 2 −=⋅−=+−⋅−−⋅+−⋅=

일반적으로 )(xf 가 x에 관한 옹근식으로 표시된 함수이면

례 6. 다음 극한을 구하여라.

1)
13

2lim 21 −
+

→ x
x

x
2)

32
2lim 2

2

1 −+
−+

→ xx
xx

x

(풀이) 1) )2(lim
1

+
→

x
x

＝1＋2＝3

02113)13(lim 22

1
≠=−⋅=−

→
x

x
이므로

성질 (4)에 의하여

2
3

)13(lim

)2(lim

13
2lim 2

1

1
21

=
−

+
=

−
+

→

→

→ x

x

x
x

x

x
x

)()(lim afxf
ax

=
→



50

2) 02112) 2 =−+=−+
→

xx
x

2
1
(lim

031213) 2 =−⋅+=−+
→

xx
x

2(lim 2
1

이므로 성질 (4)를 직접 쓸수 없다.

이 경우에는 x-1 0≠ 이므로 다음과 같이 고쳐서 계

산한다.

3
2lim

)1)(3(
)1)(2(lim

32
2lim

112

2

1 +
+

=
−+
−+

=
−+
−+

→→→ x
x

xx
xx

xx
xx

xxx

4
3

)3(lim

)2(lim

1

1 =
+

+
=

→

→

x

x

x

x

례 7.
110

lim
−+→ x

x
x

를 구하여라.

(풀이) 이 경우에도 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 상의 극

한에 관한 성질을 쓸수 없다. 이 경우에는 다음과 같이

분모를 유리화하고 계산한다.

)11)(11(
)11(lim

11
lim

00 ++−+
++

=
−+ →→ xx

xx
x

x
xx

=
++

=
→ x

xx
x

)11(lim
0

2)11(lim
0

=++
→

x
x

문 제

1. 다음 극한을 구하여라.

1) )132(lim 2

1
+−

→
xx

x
2) )15(lim 2

3
−+

−→
xx

x

3)
2
2lim 21 −

+
→ x

x
x

4)
1

32lim
2

3 +
−−

−→ x
xx

x

2. 다음 극한을 구하여라.

1)
x
x

x

11lim
0

−−
→

2)
x

xx
x

−−+
→

11lim
1

3)
12
25lim

1 −−
−−

→ x
x

x
4)

1
122lim

2

1 −
−+−

→ x
xx

x
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3. 다음 함수의 극한이 있는가?

1)
x
x

x 0
lim
→

2)
xx

1coslim
0→

4. 0→x 일 때 
x

xsin
의 극한

그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이

1coslim
0

=
→

x
x

, 0sinlim
0

=
→

x
x

이제 0→x 일 때
x

xsin
의 극한을 계산하자. 여기서 x는 각의

라디안수를 표시한다.

0→x 일 때 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 상의 극한에 관

한 성질을 쓸수 없다.

다음과 같은 방법으로 극한을 구한다.

먼저 0＜x＜
2
π
이면서 0→x 인 경우를 보자.

단위원을 그리고 중심각이 x인 활등 AB를 잡자.

（그림 3-7）
△AOB, 부채형 OAB, △AOT의 면적을

비교하면

ΔAOTOAB ΔAOB SSS << 부채형

CB=sinx, AT=tanx라는것을 고려하면

A

T

x 
O

B

1

C

그림 3-7

y=sinx

y

xπ0-π

그림 3-6

y=cosx

y

x

1

0

2
π

−

그림 3-5

2
π
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ΔAOBS =
2
1 sinx, OAB S부채형 =

2
1

x, ΔAOTS =
2
1 tanx

이므로

xxx tan
2
1

2
1sin

2
1

<<

그런데 )
2

0(1sin0 π
<<<< xx 이므로

1<
xx

x
cos

1
sin

<

즉

x
x

x
cos

sin1 >>

그런데 1coslim,11lim
00

==
→→

x
xx

이므로 가운데 끼운
x

xsin
도

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<→

2
00

π
xx 일 때 1로 수렴할수밖에 없다. 즉

1sinlim
0

=
→ x

x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

<<
2

0
π

x

이번에는 0
2

<<− x
π

이면서 0→x 인 경우를 보자.

이 경우에 )0( 11 >−= xxx 이라고 놓으면

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<→⇔<<−→

2
000

2
0

11
ππ xxxx

이므로

1sinlimsinlim)sin(limsinlim
1

1
01

1
01

1
00 111

==
−

−
=

−
−

=
→→→→ x

x
x

x
x
x

x
x

xxxx

이리하여 아무런 방법으로나 0→x 일 때

1sin
→

x
x

즉

1sinlim
0

=
→ x

x
x
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안같기식

xx
x

cos
1

sin
1 <<

로부터

1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

이라는것도 곧 알수 있다.

이 극한들을 써서 삼각함수가 들어있는 일련의 함수의 극한을

쉽게 구할수 있다.

례 1. 1) =⋅===
→→→

13sinlim3
3

3sin3lim3sinlim
000 t

t
x

x
x

x
txx

)3(3 xt =

2)
2

5
11

2

5
=⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=

→→ x
x

x
x

x
x

xx 2sin
2

5
5sin

2
5l

2sin
5sin

00
imlim

례 2. 1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=

→→ xx
x

x
x

xx cos
1sinlimtanlim

00

=⋅=
→→ xx

x
xx cos

1limsinlim
00

1
1
11 =⋅

2)
)cos1(

)cos1)(cos1(limcos1lim 2020 xx
xx

x
x

xx +
+−

=
−

→→

)cos1(
sinlim

)cos1(
cos1lim 2

2

02

2

0 xx
x

xx
x

xx +
=

+
−

=
→→

2

1

2

1
12 =⋅=

+
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→ xx
x

xx cos1
1limsinlim

0

2

0

문 제

1. 다음 극한을 구하여라.

1)
x

x
x 3

5sin
lim

0→
2)

x
x

x 3tan
2

lim
0→

3)

3

3
sin

lim
3

π

π

π
−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→ x

x

x
4)

x
xx

x cos1
sin

lim
0 −→
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2. 다음 극한을 구하여라.

1)
x

x
x cos1
lim

2

0 −→
2)

x

x

x 5

6
2

cos
lim

0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

π

3) xx
x

tan
2

im
2

l ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

π
π

3. 1
1

)1sin(
lim

0
=

+

+
→ x

x
x

이 옳은가?

5. 함수의 련속성 

알아보기 다음것이 옳은가?  
1) 함수 )(xf 가 ax = 에서 뜻을 가지지 않으면

ax = 에서 극한을 가지지 않는다.

2) 함수 )(xf 가 ax = 에서 뜻을 가지고 극한이 있

으면 )()(lim afxf
ax

=
→

이다.

3) ax = 에서 함수 )(xf 의 그라프가 끊어지지 않고

이어져있으면 함수 )(xf 는 ax = 에서 극한을 가

진다.

함수의 련속의 개념은 함수의 극한개념과 밀접한 관계를 가진다.

함수 )(xf 가 점 ax = 에서 련속이기 위해서는 다음 세 조건을

만족시켜야 한다.

1) )(xf 가 점 ax = 에서 뜻을 가져야 한다.

2) 극한 A)(lim =
→

xf
ax

가 있어야 한다.

3) )()(lim afxf
ax

=
→

이여야 한다.

함수 )(xf 가 점 ax = 에서 련속이 아닐 때 점 a 를 함수 )(xf

)()(lim afxf
ax

=
→

일 때 함수 )(xf 는 점 x＝a 에서 련속이라고 말한다.
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의 불련속점이라고 부른다.

함수가 주어진 점에서 련속인가 련속이 아닌가 하는것은 직관

적으로 그라프가 주어진 점에서 끊어지지 않고 이어졌는가 또는 끊

어져서 떨어졌는가 하는것과 같다.

례 1. xxxf += 23)( 는 점 x＝3에서 련속이다.

사실 ( ) 303333 2 =+⋅=f

30333 2 =+⋅=+=
→→

)3(lim)(lim 2

33
xxxf

xx

이므로

)3()(lim
3

fxf
x

=
→

례 2.
1
1)(

2

−
−

=
x
xxf 은 점 1=x 에서 불련속이다.

사실 이 함수는 1→x 일 때 극한 2를 가지지만 1=x 에

서는 뜻을 가지지 않는다. 그라프에서 보는것처럼 이 함

수의 그라프는 점 M(1, 2)에서 틈이 생겨 끊어져있다.

례 3. f(x)=
2

3
−x

은 점 x=2에서 불련속이다.

사실 이 함수는 점 2=x 에서 뜻을 가지지 않을뿐아니라

2→x 일 때 극한도 가지지 않는다. 그라프에서 보는것처

럼 이 함수의 그라프는 점 2=x 에서 끊어져있다.

함수 f(x)가 주어진 구간의 매개 점에서 련속이면 함수 f(x)는
그 구간에서 련속이라고 말한다. 특히 f(x)가 닫긴구간 ],[ ba 에서 련

x 

y

0 2

f(x)=
2

3
−x

그림 3-9

x

y 
M

0

1

2
f(x)=

1
12

−
−

x
x

1-1

그림 3-8
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속이라고 할 때 왼쪽 끝점 a 에서의 련속성은 )()(lim afxf
ax

=
→

로 정

의하며 오른쪽 끝점 b에서의 련속성은 )()(lim bfxf
bx

=
→

로 정의한다.

구간에서 련속인 함수의 그라프는 끊어지지 않고 이어져있는

곡선으로 나타난다. 우리가 늘 다루고있는 함수들인

xyayxyxyxyxy a
xn log,,tan,cos,sin, ======

등은 다 그것들이 정의된 구간에서 련속이다.

이 함수들의 그라프를 보면 직관적으로 그것이 련속이라는것을

곧 알수 있다.

2

5π

y 

x

y=x3 y=x4 

0 1

1

그림 3-10

y=sinxy

x0 π 2π-2π -π

그림 3-11

x

y=cosx
y

0 π-2π -π

그림 3-12

y=tanx 

x 

y 

0-π

-
2
π

-
2

3π
-2π

-
2

5π
2

3π
π

그림 3-13

y

x 0 1

y=logax
a>1

그림 3-15

0<a<1

y 

x0 1-1

0<a<1 
y=ax

a>1

그림 3-14

1

π2

2
π
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문 제

다음 함수들은 어데서 련속이고 어데서 불련속인가?

1)
1

32
2

2

−
−−

=
x

xxy 2)
2
42

−
−

=
x
xy

3)
x
x

y = 4) )2cos( += xy

련습문제

1. 다음 수렬들가운데서 수렴하는 수렬을 갈라내고 그 극한을 구하

여라.

1) LL ,
1

,,
9

1
,

4

1
1,

2n

2) LL ,
1)(

,,
4

1
,

3

1
,

2

1
1,

1

n

n−−
−−

3) LL ,1,1
n

n
n

n +
−

+
−− ,,
2

3
,

2

3
,

1

2
,

1

2

2. 다음 수렬들가운데서 수렴하는 수렬을 갈라내고 그 극한을 구하

여라.

1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1
2

n
n

2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+ 21
1
n

3) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1

2

n
n

4) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+ −

n

n 1)1(1

3. 다음 극한을 구하여라.

1)
13
32lim 2

2

+−
+−

∞→ n
nn

n
2)

n
n

n

sinlim
∞→

3)
nn

nn
n −+

+−+
∞→ 1

23lim 4) )1,0(
1
1lim ≠>

−
−

∞→
aa

a
an

n

4. 다음 함수들의 극한을 구하여라.

1) )2(3lim 2

3
−

−→
xx

x
2)

12
3lim

2

1 +
+

→ x
xx

x

3)
43

1lim 21 −+
−

→ xx
x

x
4)

2012
65lim 2

2

2 +−
+−

→ xx
xx

x
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5)
x

xxx
x 5

23lim
23

0

+−
→

6)
x
x

x −→ 3
coslim

2
π

5. 다음 함수들의 극한을 구하여라.

1)
5

21lim
5 −

−−
→ x

x
x

2)
36
21

3
lim

−+
−+

→ x
x

x

3)
314
2lim

2 −+
+−

→ x
xx

x
4)

h
yhy

h

−+
→0

lim

5)
49

32lim 27 −
−−

→ x
x

x
6)

x
x

x −−
+−

→ 51
53lim

4

6. 다음 함수들의 극한을 구하여라.

1)
nx
mx

x sin
sin

0
lim
→

2)

2
tan

0
lim

x
x

x→

3) 2

2

0

3sin
lim

x
x

x→
4)

θθ
θ

θ sin
cos1

0
lim −
→

5)
x

x

x cos21
3sinl

2

im
−→

π

7. 다음 함수는 어데서 련속이고 어데서 불련속인가?

1) y=
132

12
2 ++

−
xx

x
2)

x
xy 1
+= 3)

1
1

2 −
=

x
y

8. 다음 함수 f 에 대해서

h
afhafafhafhaf )()(),()(),( −+

−++

을 각각 구하여라.

1) f(x)＝ 2x 2) f(x)＝ax＋b

3) f(x)＝a cbxx ++2 4) 3)( xxf =
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제2절. 도함수 

1. 미분곁수(변화률) 

함수 )(xfy = 가 주어졌다고 하자.

x의 값이 a 로부터 )0( ≠+ hha 까지 변할 때

x a ha +
y )(af )( haf +

x의 값의 변화는 h  
y 의 값의 변화는 )()( afhaf −+  
이때 x와 y 의 값의 변화를 각각 

)()(, afhafyhx −+=Δ=Δ  
와 같이 표시하고 xΔ (《델타 x》)를 x의 증분, yΔ (《델타 y 》)

를 xΔ 에 대응하는 y 의 증분이라고 부른다.

증분은 정일수도 있고 부일수도 있다.

함수의 증분 yΔ 의 변수의 증분 xΔ 에 대한 비

h
afhaf

x
y )()( −+
=

Δ
Δ

를 x 의 값이 a 로부터 ha + 까지 변할 때의 함수 )(xfy = 의

평균변화률이라고 부른다. 이 평균변화률은 변수 x 의 증분

hx =Δ 에 따라 달라진다.

)(af ′ 를
dx

ady
dx

adfay )(,)(,)(′ 등으로도 표시한다.

극한

x
afxaf

x
y

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

→Δ→Δ

)()(limlim
00

가 있으면 함수 f )(x 는 ax = 에서 미분가능하다고 말한다.

그리고이극한을점 ax = 에서의 )(xf 의 미분곁수 또는 변화률

이라고부르고 )(af ′ 로 표시한다. 즉

)(af ′ ＝
x

afxaf
x Δ

−Δ+
→Δ

)()(lim
0
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례 1. 함수 xxy += 2
의 점 x＝2에서의 미분곁수를 구하여라.

(풀이) 점 x＝2에서 변수의 증분을 hx =Δ 로 표시하면 
( ) ( ) 222 5)22()]2()2[(22 hhhhfhfy +=+−+++=−+=Δ  

2와 h+2 사이에서 함수의 평균변화률은 
( ) h

h
fhf

x
y

+=
−+

=
Δ
Δ 5)2(2

△x→0일 때 이것의 극한을 구하면

5)5(limlim
00

=+=
Δ
Δ

→→Δ
h

x
y

hx

따라서 함수 xxy += 2
는 점 x＝2에서 미분가능하고 그

변화률은

5)2( =′f

문 제

1. 함수 23)( xxf = 에서 변수 x가 다음과 같이 변할 때 평균변화률

을 구하여라.

1) -3에서 1까지 2) 3에서 -2까지 3) 2에서 h+2 까지

또한 )2(f ′ 를 구하여라.

2. 다음 함수에 대해서 )(),3(),2( afff ′′−′ 를 각각 구하여라.

1) xxf 210)( −= 2) 23)( xxxf −=

미분곁수의 그라프적의미 

미분곁수 )(af ′ 가 함수 )(xf 의 그라프에서 어떤 의미를 가지는

가를 보자. 그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이

M

N

T

P

0

αβ

L

y 

x a a＋h 

xΔ

yΔ

그림 3-16

T

L

N

M

β α

그림 3-17
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xΔ=MP
)()(NP afhafy −+=Δ=

α==
Δ
Δ tan

MP
NP

x
y

즉 평균변화률은 가름선 MN의 방향곁수를 나타낸다.

이제 0→=Δ hx 이면 점 N은 함수 )(xf 의 그라프 L를 따라

점 M에 끝없이 가까와가고 가름선 MN은 그 방향을 점차 바꾸면

서 직선 MT에 얼마든지 가까와간다. 이 직선 MT를 점 M에서

곡선 L에 그은 접선이라고 부르고 점 M을 이 접선의 접점이라고

부른다.

가름선 MN이 접선 MT로 가까와갈 때 βα → 이다.

따라서 함수 )(xf 가 점 a 에서 미분가능하면

βα
βα

tantanlim
MP
NPlimlim)(

L)(N
MN0

===
Δ
Δ

=′
→→→Δ

∈
x
yaf

x

그런데 βtan 는 접선 MT의 방향곁수이다. 이리하여 미분곁수

는 함수의 그라프에서 접선의 방향곁수를 의미한다.

례 2. 포물선 2xy = 의 점 (1, 1)에서 그은 접선의 방정식을 구

하여라.

(풀이) 점 (1, 1)에서 포물선 2xy =
에 그은 접선의 방향곁수는

1=x 에서의 함수 2)( xxf =
의 미분곁수이므로

x
fxff

x Δ
−Δ+

=′
→Δ

)1()1(lim)1(
0

x
x

x Δ
−Δ+

=
→Δ

22

0

1)1(lim

2)2(lim
0

=Δ+=
→Δ

x
x

즉 접선의 방향곁수는 2이다.

포물선 2xy = 의 점 M(1, 1)을 지나면서 방향곁수가 2

인 직선을 그으면 그림 3-18과 같다. 이것이 곧 2xy =
의 그라프의 점 M(1, 1)에서 그은 접선이다.

x 

y y=x2 

0 1

1

그림 3-18

x-1

y-1M(1,1)

T
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그 방정식은

2
1
1
=

−
−

x
y

이므로

)1(21 −=− xy
또는

012 =−− yx
 
문 제

1. 포물선 3xy = 의 점 (2, 12)에서 그은 접선의 방향곁수를 구하

여라.

2. 포물선 122 +−= xxy 의 점 (2, 1)에서 그은 접선의 방향곁수를

구하고 그 방정식을 써라.

3. y 축에 평행인 접선을 그을수 있는 점에서 함수는 미분가능하지

않다. 왜 그런가?

4. 함수 || xy = 는 점 0=x 에서 미분가능하지 않다. 왜 그런가?

1) 정의에 맞추어 따져보아라.

2) 이 점에서 주어진 함수의 그라프에 접선을 하나로 그을수

있는가를 생각해보고 대답해보아라.

5. 함수 )(xfy = 가 ax = 에서 미분가능하면 ax = 에서 련속이다.

왜 그런가?

미분곁수의 력학적의미 

어떤 물체가 운동법칙

)(S tf=
에 따라 직선운동을 한다고 하자. 이것은 시간 t 의 함수로서 물체

가 운동한 거리 S를 표시한다.

어떤 순간 t 에서부터 tΔ 만 한 시간이 지나는 동안에 물체가

운동한 거리를 sΔ 로 표시하면

)()( tfttfs −Δ+=Δ
따라서 시각 t 와 tt Δ+ 사이에서의 물체의 평균속도는
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t
tfttf

t
s

t Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=Δ
)()(v

물체가 등속직선운동을 한다면 tΔv 가 바로 물체의 속도로 될것

이다. 그러나 부등속운동을 하는 경우에는 순간마다 속도가 달

라진다. 그러므로
t
s

t Δ
Δ

=Δv 는 시각 t 와 tΔ 에 따라 달라진다. 그

러나 tΔ 를 작게 잡으면 잡을수록 tΔv 는 시각 t 에서의 물체의 속

도를 보다 가깝게 표시한다고 볼수 있다. 그러므로 0→Δt 일 때의

평균속도의 극한

t
tfttf

ttt Δ
−Δ+

=
→Δ

Δ
→Δ

)()(limlim
00

v

를 순간 t 에서의 물체의 속도로 정할수 있다. 즉 시각 t 에서의

물체의 속도를 v(t)로 표시하면

)()( tft ′=v
이리하여

례 3. 높은 곳에서 떨어지는 물체의 떨어진 거리 s 와 떨어지는

시간 t 사이에는 공기의 저항을 무시하면

2

2
1 gts =

라는관계가있다. 여기서 g 는중력가속도이다.( 2sm8.9≈g )

물체가 떨어지기 시작하여 t 초 되는 시각의 물체의 속도

를 구하여라.

(풀이) 시각 t 에서부터 tΔ 만 한 시간이 지나는 동안에 물체가

떨어진 거리를 sΔ 라고 하면
)()( tsttss −Δ+=Δ

222 )(
2
1

2
1)(

2
1 tgtgtgtttg Δ+Δ⋅=−Δ+=

)
2
1(

)(
2
1 2

ttg
t

tgtgt

t
s

t Δ+=
Δ

Δ+Δ⋅
=

Δ
Δ

=Δv

이므로

미분곁수는 력학적으로 순간속도를 의미한다.
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gtttg
t
s

tttt
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ+=

Δ
Δ

=
→Δ→ΔΔ→Δ 2

1limlimlim
000

v

이리하여 구하려는 속도는

gtt =)(v
즉 물체가 떨어지기 시작하여 t 초 되는 순간의 물체의

속도는 gt 이다.

문 제

1. 어떤 물체가 운동법칙 1)( 2 +−= ttts 에 따라 직선운동을 한다.

시간 t 가 다음과 같이 변할 때 그 평균속도를 구하여라.

1) 2에서 3.1까지 2) 2에서 3.01까지

3) 2.99에서 3까지 4) 3에서 h+3 까지

2. 어떤 물체가 운동법칙 12)( 2 +−= ttts 에 따라 직선운동을 한다.

시각 5,2 == tt 에서의 속도를 구하여라.

2. 도함수 

함수 )(xf 가 구간 ( ba, )의 매개 점에서 미분가능하면 함수

)(xf 는 구간 ( ba , )에서 미분가능하다고 말한다.

함수 )(xf 가 구간 ( ba , )에서 미분가능하면 ( ba , )의 매개

점 x 에는 그 미분곁수 )(xf ′ 가 대응한다. 이것은 ( ba , )를 뜻구

역으로 하고 미분곁수들의 모임을 값구역으로 하는 하나의 새로운

함수가 정해졌다는것을 의미한다.

도함수 f ′를

dx
xdf

dx
dyxfy )(,),(, ′′

등으로도 표시한다.

이 새로운 함수를 f ′ 로 표시하고 f 로부터 이끌어졌다는

의미에서 함수 f 의 도함수라고 부른다. 즉

),(,)()(lim)(
0

bax
x

xfxxfxf
x

∈
Δ

−Δ+
=′

→Δ
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례 1.
3xy = 의 도함수를 구하여라.

(풀이) 임의의 점 ),( ∞+−∞∈x 에서의 증분을 xΔ 라고 하면

33)()()( xxxxfxxfy −Δ+=−Δ+=Δ
322 )()(33 xxxxx Δ+Δ+Δ=

])()(33[ 22 xxxxx Δ+Δ+Δ=

따라서

222

00
3])()(33[limlim xxxxx

x
y

xx
=Δ+Δ+=

Δ
Δ

→Δ→Δ

즉

),(,3 2 ∞+−∞∈=′ xxy
이때

273)(33)(3,13(1) 22 =−⋅=−′=⋅=′ ff

례 2.
x

y 1
= 의 도함수를 구하여라.

(풀이) 임의의 점 )0( ≠xx 에서의 증분을 xΔ 라고 하면

)(
11)()(

xxx
x

xxx
xfxxfy

Δ+
Δ

−=−
Δ+

=−Δ+=Δ

)(
1

xxxx
y

Δ+
−=

Δ
Δ

이므로

200

1
)(

1limlim
xxxxx

y
xx

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ+

−=
Δ
Δ

→Δ→Δ

즉

2
1
x

y −=′

이때
9

1

3

1
(3),

4

1

2)(

1
2)(

22
−=−=′−=

−
−=−′ ff

도함수를 구한 결과를 표시하기 위하여 때로는

2
23 11,3)(

xx
xx −=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

와 같이 쓰기도 한다.
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문 제

1. 다음 함수의 도함수를 구하여라.

1) 53 −= xy 2) 23 xy −=

3) 352 ts −= 4)
v
v−

=
1u

2. xxf =)( 의 다음 도함수를 구하여라.

?)25(?,)4(?,)1( =′=′=′ fff

3. 도함수계산 

도함수를 구하는것을 미분한다고 말하고 도함수를 구하는 산법

을 미분법이라고 부른다. 먼저 간단한 함수의 도함수를 구하고 도

함수계산에서 널리 쓰이는 미분법의 규칙을 이끌어내기로 한다.

(1) 상수의 도함수 

cxf =)( ( c 는 상수)라고 하면

0)()( =−=−Δ+=Δ ccxfxxfy
이므로

00
=

Δ
=

Δ
Δ

xx
y

00limlim
00

==
Δ
Δ

→Δ→Δ xx x
y

즉

(2)
nxy = ( n 은 정의 옹근수)의 도함수

2)( xxf = 이라고 하면

2

22

)(2

)()()(

xxx

xxxxfxxfy

Δ+Δ⋅=

−Δ+=−Δ+=Δ

xx
x

xxx
x
y

Δ+=
Δ

Δ+Δ⋅
=

Δ
Δ 2)(2 2

0)( =′c
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이므로

xxx
x
y

xx
2)2(limlim

00
=Δ+=

Δ
Δ

→Δ→Δ

즉

xx 2)( 2 =′
3)( xxf = 이라고 하면 앞의 례 1에서 본바와 같이

23 3)( xx =′

일반적으로 nxxf =)( 일 때

(3) 상수배의 도함수 

)(xcfy = ( c 는 상수)라고 놓으면

)]()([)()( xfxxfcxcfxxcfy −Δ+=−Δ+=Δ

x
xfxxfc

x
y

Δ
−Δ+

⋅=
Δ
Δ )()(

이므로 )(xf 가 미분가능하면

)()()(lim

)()(limlim

0

00

xfc
x

xfxxfc

x
xfxxfc

x
y

x

xx

′=
Δ

−Δ+
=

Δ
−Δ+

⋅=
Δ
Δ

→Δ

→Δ→Δ

즉

례 1. 1) 23xy = 이면

xxxxy 623)(3)3( 22 =⋅=′=′=′

2) 52ts = 이면

1)( −=′ nn nxx )N( ∈n

( ) )()( xfcxcf ′=′
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4455 1052)(2)2( tttts =⋅=′=′=′

160210)2(,0010)0( 44 =⋅=′=⋅=′ ss

문 제

1. 다음 함수의 주어진 값에 따르는 도함수를 구하여라.

1) ?)1(,2 =′= yy x 2) 332 xxy += ?)0( =′y
2. 다음 함수를 미분하여라.

1) ?)0(,7 =′= yxy 2) ?
2

3,4 =′= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πρθρ

3) 32xy −= 4) 4

4
3 xy −=

(4) 합과 차의 도함수 

)()( xgxfy += 라고 놓으면

)]()([)]()([
)]()([)]()([

xgxxgxfxxf
xgxfxxgxxfy

−Δ++−Δ+=
+−Δ++Δ+=Δ

x
xgxxg

x
xfxxf

x
y

Δ
−Δ+

+
Δ

−Δ+
=

Δ
Δ )()()()(

이므로 )(),( xgxf 가 미분가능하면

x
xgxxg

x
xfxxf

x
y

xxx Δ
−Δ+

+
Δ

−Δ+
=

Δ
Δ

→Δ→Δ→Δ

)()(lim)()(limlim
000

)()( xgxf ′+′=

즉

차의 도함수공식도 꼭 마찬가지로 하여

( ) )()()()( xgxfxgxf ′+′=′+

( ) )()()()( xgxfxgxf ′−′=′−
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함수가 3개이상인 경우에도 합과 차의 도함수공식이 그대로 성

립한다는것을 쉽게 알수 있다.

례를 들어

( ) )()()()()()( xhxgxfxhxgxf ′+′+′=′++

( ) )()()()()()( xhxgxfxhxgxf ′−′−′=′−−

례 2. 1) 165 2 ++= xxy 이면

61001625
)1()6()5()165( 22

+=+⋅+⋅=

′+′+′=′++=′

xx
xxxxy

2) 523 23 −+= θθs 이면

θθθθ

θθθθ

4902233

)5()2()3()523(
22

2323

+=−⋅+⋅=

′−′+′=′−+=′s

131419)1( 2 =⋅+⋅=′s
)(4)(9)( 2 bababas +++=+′

례 3. )23()12( −−= xxy 이면

)23()12( −− xx 를 풀어서 미분한다.

276)23()12( 2 +−=−−= xxxxy
이므로

( )

71201726
)2()7()6(

)276()23()12(
2

2

−=+⋅−⋅=

′+′−′=

′+−=′−−=′

xx
xx

xxxxy

문 제

1. 다음 함수를 미분하여라.

1) 23 −= xy 2) 32 521 xxxy −+−=

3) 52
3
2 3 +−= xxy 4) 22 23 +−= tts

5) ?)(?,)1(, =′=′+= ayynxxy n

6) nn
nn axaxaxay ++++= −
−

1
1

10 L
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2. 다음 함수를 미분하여라.

1) )12( −= xxy 2) )15)(7( +−= xxy
3) 2)32( += xy 4) )2)(4( +−= xxy
5) )32(2 += xxy 6) )12)(1( 2 −+−= xxxy

(5) 적과 상의 도함수  

 

사실

(1) )()( xgxfy ⋅= 라고 놓으면

)()()()( xgxfxxgxxfy ⋅−Δ+⋅Δ+=Δ
+Δ+⋅−Δ+⋅Δ+= )()()()(  xxgxfxxgxxf

)()()()( xgxfxxgxf ⋅−Δ+⋅+
)]()([)()()]()([ xgxxgxfxxgxfxxf −Δ+⋅+Δ+⋅−Δ+=

이므로

x
xgxxgxfxxg

x
xfxxf

x
y

Δ
−Δ+

+Δ+
Δ

−Δ+
=

Δ
Δ )()()()()()(

 )(lim)()(limlim
000

+Δ+
Δ

−Δ+
=

→Δ→Δ→Δ Δ
Δ xxg

x
xfxxf

xxx x
y

 )()(lim)( 
0 x

xgxxgxf
x Δ

−Δ+
+

→Δ

)()()(lim)(
0

xgxfxxgxf
x

′+Δ+′=
→Δ

그런데 g 는 미분가능하므로 련속이다. 따라서

)()()()(lim
0

xgxfxgxf
x
y

x
′⋅+⋅′=

Δ
Δ

→Δ

즉 gf ⋅ 는 미분가능하고

( ) )()()()()()( xgxfxgxfxgxf ′+′=′⋅

(2)도 (1)과 꼭 마찬가지로 증명할수 있다.

(1) )()()()())()(( xgxfxgxfxgxf ′+′=′⋅

(2)
)(

)()()()(
)(
)(

2 xg
xgxfxgxf

xg
xf ′−′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ( )0)( ≠xg
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례 4. 1) )3)(12( 2xxy −+= 이면

)3)(12()3()12( 22 ′−++−′+=′ xxxxy
22 626)2)(12()3(2 xxxxx −−=−++−=

2)
1
1

+
−

=
x
xy 이면

2)1(
)1)(1()1()1(

+
′+−−+′−

=′
x

xxxxy

22 )1(
2

)1(
)1(1

+
=

+
−−+

=
xx

xx

례 5. )N(1
∈== − nx

x
y n

n 이면

1
2

1

2)(
)(1 −−

−

−=
−

=
′−′

=′ n
n

n

n

nn

nx
x
nx

x
xxy

1)( −−− −=′ nn nxx
이리하여 n이 옹근수인 테두리까지 제곱함수의 도함수공식을

넓힐수 있다.

문 제

1. )()()()()()()()()())()()(( xhxgxfxhxgxfxhxgxfxhxgxf ′+′+′=′⋅⋅
가 성립한다는것을 증명하여라.

2. 다음 함수를 미분하여라.

1) )13)(52( +−= xxy 2) )23)(31( 2 +−−= xxxy

3. 다음 함수를 미분하여라.

1)
x

x
y

71
2
−

= 2) 3

1
t

s =

3)
)3)(1(

12
−−

−
=

xx
x

y

)Z()( 1 ∈=′ − nnxx nn



72

앞에서 본 공식들을 하나로 묶어보면 다음과 같다.

례 6. 포물선 542 +−= xxy 의 점 M(3, 2)에서 이 곡선에 그은

접선의 방정식을 구하여라.

(풀이) 42)54( 2 −=′+−=′ xxxy
2432)3( =−⋅=′y

이므로 구하려는 접선의 방향곁수는 2이다. 즉

2
3
2
=

−
−

x
y

따라서 접선의 방정식은
)3(22 −=− xy

또는
042 =−− yx

문 제

1. 포물선 xxy −= 2 의 점 (1, 0)에서 이 곡선에 그은 접선의 방정

식을 구하여라. 그리고 이 접선이 x축과 이루는 각을 구하여라.

2. 어떤 물체를 처음속도 300m/s로 땅면에 수직되게 쏘아올렸다.

t 초후의 물체의 높이를 hm라고 하면
29.4300 tth −=

이다. 이 물체가 가장 높은 높이에 이르기까지의 시간과 그 높

이를 구하여라. 그리고 다음 순간에 물체가 올라가는가 떨어지

는가를 말하여라.

1) t ＝20초 2) t ＝30초 3) t ＝32초

(1) 0)( =′c ( c 는 상수)

(2) 1)( −=′ nn nxx ( n은 자연수)

(3) ( ) )()( xfcxcf ′=′ ( c 는 상수)

(4) ( ) )()()()( xgxfxgxf ′+′=′+

( ) )()()()( xgxfxgxf ′−′=′−

(5) )()()()())()(( xgxfxgxfxgxf ′+′=′⋅

(6)
)(

)()()()(
)(
)(

2 xg
xgxfxgxf

xg
xf ′−′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ( )0)( ≠xg
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련습문제

1. 함수 3

3
1 xy = 에 대하여 다음것을 구하여라. 

1) 1=x 과 2=x 사이에서의 평균변화률

2) 2=x 와 3=x 에서의 평균변화률

3) 3=x 에서의 변화률

2. 다음 함수들을 미분하여라.

1) xy 35.0 −= 2) 245 xxy −=

3) 43 210 tts +−= 4) mn nxmxx +=)(ϕ

5) xxxy +−= 510 22 6) 2)12(
4
3

+= xy

3. 다음 함수들을 미분하여라.

1) )1(2 xxy −= 2) )23)(15( 2 zzy +−=

3) )12)(41( 22 +−= ssy 4) ))(( mmnn axaxy ++=

4. 포물선 xxy 22 +−= 에 그은 접선이 x축의 정방향과 0°의 각을

이루는 접점은 어떤 점인가? 또한 45°의 각을 이루는 접점은

어떤 점인가?

5. 점 5.0=x , 1=x 에서 포물선 522 +−= xxy 에 그은 접선의 방

정식을 각각 구하여라.

제3절. 도함수의 응용 

1. 함수값의 증가와 감소 

함수값의 증가와 감소는 도함수의 부호와 밀접한 관계를 가지고있다.

함수 xxxf 4)( 2 +−= 를 놓고 그것을 알아보자.

)2(242)( −−=+−=′ xxxf
이므로 함수 )(xf 의 그라프의 ax = 에서의 접선의 방향곁수는

)2(2)( −−=′ aaf
2<a 일 때 0)( >′ af

이므로 x 자리표가 2보다 작을 때 접선의 방향곁수가 정이므로 그

라프는 왼쪽에서 오른쪽으로 오른다. 따라서 x 의 값이 커짐에 따

라 )(xf 의 값은 커진다.
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2>a 일 때 0)( <′ af 이므로 x 자리표가 2보다 클 때는 접선의

방향곁수가 부이므로 그라프는 왼쪽에서 오른쪽으로 내린다. 따라

서 x의 값이 커짐에 따라 )(xf 의 값은 작아진다.

이와 같이 )(xf ′ 의 부호에 따라 함수 )(xf 의 값의 증가와 감

소를 판정할수 있다.

어떤 구간의 어데서나 0)( =′ xf 이면 이 구간의 매개 점에서 함

수 )(xf 의 그라프에 그은 접선은 x축에 평행이다. 그러므로 그라

프자체도 x축에 평행인 직선이다.

따라서 함수 )(xf 는 이 구간에서 상수이다.

례 1. 함수 xxy 33 −= 는 어데서 증가하고 어데서 감소하는가?

(풀이) )1)(1(333)( 2 −+=−=′ xxxxf 이므로

1−<x 에서 0)( >′ xf
11 <<− x 에서 0)( <′ xf

1>x 에서 0)( >′ xf
따라서 xxy 33 −= 는 )1,( −−∞ 과 ),1( ∞+ 에서 증가하

고 (-1, 1)에서 감소한다.

어떤 구간에서

1) 0)( >′ xf 이면 )(xf 는 이 구간에서 증가한다.

2) 0)( <′ xf 이면 )(xf 는 이 구간에서 감소한다.

함수 )(xf 가 어떤 구간의 어데서나 0)( =′ xf 이면 함수

)(xf 는 이 구간에서 상수이다.

x

y 

0

그림 3-19

a 2

0)( >′ af

x 

y

a2

0)( <′ af

그림 3-20

0
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례 2. 함수 3xy = 은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가?

(풀이)
23)( xxf =′

이므로 0>x 에서나 0<x 에서 0)( >′ xf
0=x 에서 0)( =′ xf

따라서 3xy = 은 점 0=x 까지 포함하여 ),( ∞+−∞ 에서

증가한다.

문 제

1. 다음 함수는 어데서 증가하고 어데서 감소하는가?

1) xxy 32 −= 2) 182 2 ++−= xxy
3) 1122 +−= xxy 4) 1123 +−= xxy

2. 2차함수 )0(2 ≠++= acbxaxy 은 어데서 증가하고 어데서 감소하

는가? 그라프를 그려서 그 모양을 살펴보아라.

2. 함수의 극대와 극소 

앞에서 본 함수 xxy 33 −= 에서

1−=x 은 y 의 값이 증가하다가 감소로 넘어가는 경계점

1=x 은 y 의 값이 감소하다가 증가로 넘어가는 경계점

으로 되여있다.

함수 )(xf 의 값이 ax = 를 경계로 하여 증가하다가 감소하면

)(xf 는 점 ax = 에서 극대로 된다고 말하고 )(af 를 극대값, ax = 를

극대점이라고 부른다.

또한 bx = 를 경계로 하여 감소하다가 증가하면 )(xf 는 점

bx = 에서 극소로 된다고 말하고 )(bf 를 극소값, bx = 를 극소점이라

고 부른다.

y 

x

2

그림 3-21

-1

-2

xxy 33 −=

1

y

x 0

그림 3-22

1

1

3xy =

0
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극대값과 극소값, 극대점과 극소점을 각각 통털어서 극값, 극값

점이라고 부른다.

함수 xxxf 3)( 3 −= 에서 
1−=x 은 극대점이고 2)1( =−f 는 극대값이다. 

1=x 은 극소점이고 2)1( −=f 는 극소값이다. 
함수 )(xf 가 ax = 에서 극값을 가지면 함수값이 증가로부터 

감소로 또는 감소로부터 증가로 바꾸어지므로 도함수 )(xf ′ 는 정
으로부터 부로 또는 부로부터 정으로 부호가 바뀐다.  

따라서 점 ax = 에서 0)( =′ af 이여야 한다. 
이로부터 다음과 같은 극값판정조건을 얻는다. 

 
 
 
 
 
 

0)( =′ xf 에 맞는 점을 함수 )(xf 의 머물점이라고 부른다. 
함수 )(xf 의 극값점을 구하자면 먼저 방정식 0)( =′ xf 을 풀어 

머물점을 찾고 머물점의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 )(xf ′ 의 부호를 
보고 극대, 극소를 판정한다. 

머물점 LL a 판 정

)(xf ′
±±
+−
−+

0
0
0 극대점

극소점

극값점이 아니다.

y 

x a b 0

극대 

극소 

극대 

극소 

그림 3-23

극대극소판정조건 

0)( =′ xf 에 맞는 점 ax = 를 구하고 그 왼쪽과 오른쪽에서

)(xf ′ 의 부호를 살핀다. 이때 그 부호가

1) 정으로부터 부로 변하면 ax = 는 극대점이고

2) 부로부터 정으로 변하면 ax = 는 극소점이다.
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례 1. 함수 61232 23 +−−= xxxy 의 극값을 구하고 대략적인 그

라프를 그려라.

(풀이) 이 함수의 뜻구역은 ),( ∞+−∞ 이다.

)2)(1(61266)( 2 −+=−−=′ xxxxxf
0)( =′ xf 에 맞는 점을 구하면 2,1 21 =−= xx

)(xf ′ 의 부호를 살펴 )(xf 의 값의 증가, 감소를 표로 표

시하면 다음과 같다.

x 1−<x -1 21 <<− x 2 x<2
)(xf ′ ＋ 0 － 0 ＋

)(xf 13 -14

이리하여 이 함수는 1−=x 에

서 극대값 13)1( =−f , 2=x 에

서 극소값 14)2( −=f 를 가진다.

표를 보고 y 축과의 사귐점이

(0, 6)이라는것을 고려하여 이

함수의 대략적인 그라프를 그리

면 그림 3-24와 같다.

문 제

1. 다음 함수들은 극값을 가지는가?

1) 32 += xy 2) xxy −−= 3

2. 다음 함수들의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

1) xxy 63 −= 2) 23 23 +−= xxy

3. 함수 
⎩
⎨
⎧

<+−
≥−

=
1,1

1,1
)(

xx
xx

xf  은 전구간 ),( ∞+−∞ 에서 미분가능

한가를 따져보고 극값을 구하여라. 

주어진 구간전체에 걸쳐서 함수의 최대값(최소값)을 구하자면

먼저 그 구간아낙에서 극대값(극소값)을 다 구하고 여기에 구간의

끝점이 있다면 끝점에서의 함수값을 덧붙여 이가운데서 가장 큰(작

은) 값을 잡으면 된다.

그림 3-24

13

6

2

-14

0

-1 x

y
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례 2. 함수 32
3

)( 2
3

+−= xxxf 의 구간 [ ]2,1− 에서의 최대값과

최소값을 구하여라.

(풀이) 먼저 (-1, 2)에서 극값을 구하자.

)4(4)( 2 −=−=′ xxxxxf
이므로 머물점은 4,0 21 == xx
그런데 42 =x 는 (-1, 2)의 점이 아니므로 버린다.

01 <<− x 에서 0)( >′ xf
20 << x 에서 0)( <′ xf

이므로 0=x 은 )(xf 의 극대점이고 극대값은 3)0( =f
이다. (-1, 2)에서 )(xf 의 극소점은 없다.

두 끝점 -1과 2에서의 함수값을 구하면

( ) ( )
3
2312

3
1)1( 2

3

=+−⋅−
−

=−f

3
12322

3
2)2( 2

3
−=+⋅−=f

이리하여 구간 ［-1, 2］에서 주어진 함수 )(xf 의 최대

값은 3)0( =f 이고 최소값은
3
12)2( −=f 이다.

례 3. 두 변의 길이가 각각 45cm, 24cm인 직4각형모양의 철판

이 있다. 네 귀에서 같은 크기의 바른4각형을 잘라내여

뚜껑이 없는 함을 만들려고 한다. 네 귀에서 얼마만한

크기의 바른4각형을 잘라내면 그 체적이 가장 크게 되겠

는가?(그림 3-25)

(풀이) 네 귀에서 잘라내는 바른4각형의 한 변의 길이를 x cm

라고 하면 함의 체적 V는 다음과 같이 표시된다.

45cm

24cm

x

x
x

x

x

x
x

x

그림 3-25
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( )( ) )120(224245)(V <<−−== xxxxxf
이리하여 문제는 구간 (0, 12)에서 이 함수의 최대값을

구하는 문제로 된다.

( ) ( )( )xxxxxf 22452242)( −−+−−=′ ( )( )xx 224245 −−+

( ) ( )( )18512902312 2 −−=+−= xxxx
머물점은 18,5 21 == xx 이다. 그런데 18은 (0, 12)밖

의 점이므로 버린다.

51 =x 의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 도함수 )(xf ′ 의 부호

를 보면

5<x 에서 0)( >′ xf , 5>x 에서 0)( <′ xf
이므로 51 =x 는 구간 (0, 12)에서 함수 )(xf 의 유일한

극대점이며 극대값은 2450)5( =f 이다.

이리하여 한 변의 길이가 5cm인 바른4각형을 네 귀에

서 잘라내여 함을 만들면 된다. 이때 함의 체적은
32450cmV =

문 제

1. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라.

1) [ ]0,2,21)( 2 −−−= xxxf

2) [ ]2,2,32)( 24 −+−= xxxf
2. 직경이 d 인 원목에서 가장 큰 자름면을 가지는 직4각형보를 잘

라내려고 한다. 자름면의 치수를 어떻게 잡으면 되겠는가?

련습문제

1. 다음 함수들은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가?

1) 162 2 +−= xxy 2) xxy 83 2 −−=

3) )5)(3( −+= xxxy 4) 22 )3( −= xxy
2. 다음 함수는 수축전체에서 증가하거나 감소하는 함수라는것을

밝혀라.

1)
32 2461 xxxy −+−= 2)

23 )1( xxy −−=
3. 다음 함수의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

1) 10102 +−= xxy 2) )74)(2( +−= xxy

3) 3610 xxy −+=
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4. 다음 함수의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

1) 2632 23 −++= xxxy 2) 43 )1( xxy −= 3)
1
1

2

2

+
−

=
x
xy

5. 함수
1

2
2

2

+
++

=
x

bxaxy 가 1=x 에서 극대값 5를 가진다. 이때 a ,

b의 값과 함수의 극소값을 구하여라.

6. 함수
32

2)(
−

+=
x
axxf 의 극대값이 0이 되도록 a의 값을 구하여라.

7. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라.

1) 10,31292 23 ≤≤−+−= xxxxy
2) 410,236361 32 ≤≤−−++= xxxxy

8. 반경이 R인 반원에 내접하는 직4각형가운데서 면적이 가장 크

게 되는것을 구하여라.

복습문제  

1. 다음 수렬의 극한을 구하여라.

1)
1

652lim 2

2

−+
−+

∞→ nn
nn

n
2)

)2)(1(
2lim

++∞→ nn
n

n

2. 다음 수렬의 극한을 구하여라.

1)
12

12lim 1 +
+

+∞→ n

n

n
2)

)!13(
)!3(lim
+∞→ n

nn
n

3. 다음 극한을 구하여라.

1) )523(lim 2

1
+−

→
xx

x
2)

5.0
25.0lim

2

2
1 −

−

→ x
x

x

3)
1

1lim
1 −

−
→ x

x
x

4)
x

xxx
x

)1(1lim
2

0

+−++
→

4. 다음 극한을 구하여라.

1)

4
sin

lim
0 x

x
x→

2)
x

xx
x

4sinlim
0

−
→

3)
mx

nx
x

tanlim
0→

4)
x

x
x

cos1lim
0

−
→
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5. 다음 함수를 미분하여라.

1) xxy 32 3 −= 2) )1( += xxy 3) ttt 2
2
1

4
3 24 +−=S

6. 다음 함수를 미분하여라.

1) )12)(41()( 32 +−= sssf 2) )54)(12( 32 −+= ttS

7. 곡선 xxy 43 −= 의 점 M(1, -3)에서 그은 접선의 방정식을 구

하여라.

8. 곡선 46 23 +−= xxy 에 대해서 다음것을 구하여라.

1) ax = 에서 접선의 방향곁수

2) 접선의 방향곁수가 0인 x의 값

9. 다음 함수는 어데서 증가하고 어데서 감소하는가?

1) 243 34 +−= xxy 2) 2)3(
4
1

−= xxy

10. 다음 함수의 극값을 구하고 대략적인 그라프를 그려라.

1) 196 23 −+−= xxxy 2)
1

2

+
=

x
xy

오일레르의 과학연구활동 

과학의 력사가 기록하고있는 큰 발견이나 발명들은 그 어느것이든

지 결코 쉽게 이루어진것이란 없다. 그 갈피마다에 기록되여있는 하나

하나의 공식이나 리론들에는 사람들의 고심어린 탐구와 노력이 깃들어

있다. 이것은 한생을 고스란히 과학연구사업에 바친 오일레르(1707년

-1783년)의 경우를 놓고보아도 그렇게 말할수 있다.

오일레르는 자기 생애의 전기간 886건의 론문을 썼는데 그가운데

서 400여건은 그가 맹인이 되여 사망하기 전까지 쓴것이라고 한다. 오

일레르의 론문들은 수학, 력학, 천문학, 기술공학, 철학 등 넓은 범위

를포괄하고있으며그가치에있어서도매우의의있고독창적인것이다.

 상 식 
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제4장. 적분과 그 응용 

제1절. 적분 

1. 적분의 의미 

함수 )(xf 가 구간 ],[ ba 에서 련속이고 0)( ≥′ xf 이라고 하자.

이 함수의 그라프는 x축의 웃부분에 놓인다.

이제 곡선 )(xfy = 와 두 직선 bxax == , 및 x 축으로 둘러

싸인 도형의 면적을 구하는 문제를 생각해보자.

이러한 도형을 곡선제형이라고 부른다.

구간 ],[ ba 를 다음과 같은 점들로 n 개의 부분으로 같게

나누자.

bxxxxxa nii =<<<<<<= − LL 110

이때 ),,2,1(1 ni
n

abxx ii L=
−

=− −

매개 나눔점 ),,2,1( nixi L= 에서 y 축에 평행인 직선을

그어 곡선제형을 n개의 작은 곡선제형으로 나누자.

이제 나눔구간 ],[ 1 ii xx − 에서 한 점 iξ 를 임의로 잡고 이

구간우에서는 작은 곡선제형을 ],[ 1 ii xx − 를 밑변으로 하고 )( if ξ 를

높이로 하는 직4각형으로 바꾸면 그 면적은

n
abfxxf iiii

−
ξ=−ξ − )())(( 1

y 

xa b

y=f(x) 

0

S

그림 4-1

y

x a=x0 b=xn x1 xi xi-1
ξi

그림 4-2

y=f(x) 

0

f(ξi)
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매개 나눔구간에 걸쳐서 이렇게 하면 주어진 곡선도형은 그림

에서와 같이 n개의 작은 직4각형들로 된 계단형도형으로 바뀌여지

고 그 면적은 다음 합과 같다.

n
abf

n
abf

n
abf nn

−
++

−
+

−
= )()()(S 21 ξξξ L

합기호 ∑를 쓰면

∑
=

−
=

n

i
in n

abf
1

)(S ξ

이 합은 구간 ],[ ba 의 나눔점의 개수 n과 점 ),,2,1( nii L=ξ
를 어떻게 잡는가에 따라 달라진다. 그러나 나눔점의 개수 n 을

끝없이 늘이면 구간 ],[ ba 는 무한히 잘게 나누어지고 이때 계단

형도형은 곡선제형에 얼마든지 가까와간다. 그러므로 곡선제형의

면적 S는 계단형도형의 면적 nS 의 ∞→n 일 때의 극한으로 정할

수 있다. 즉

n
abf

n

i
innn

−
== ∑

=
∞→∞→

1

)(limSlimS ξ

이와 같이 끝없이 잘게 나눈 다음 그것을 다시 합하는 수법에

따르는 우와 같은 합의 극한계산은 곡선제형의 면적계산에서뿐만아

니라 일, 압력 등 실천적으로 나서는 많은 량들의 계산에서도 하게

된다.

일반적으로 함수 )(xf 가 구간 ],[ ba 에서 주어졌다고 하자.

이때 )(xf 는 부수값을 잡아도 좋다.

구간 ],[ ba 를 우에서와 같이 n 개의 구간으로 같게 나누고

매개 나눔구간 ],[ 1 ii xx − 에서 한 점 iξ 를 임의로 잡아 합

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=ΔΔ=
n

i
in n

ab
xxf

1
)(S ξ

을 만들자. 이 합을 적분합이라고 부른다.
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적분기호를 쓰면 앞에서 본 곡선제형의 면적 S는 다음과 같이

표시된다.

∫=
b

a

dxxf )(S

우에서 적분의 웃끝 b 가 아래끝 a 보다 큰 경우 즉 ba < 인

경우에 적분을 정의하였다.

적분의 웃끝 b가 아래끝 a 보다 작거나 같은 경우에는 다음과

같이 정의한다.

ba = 이면 ∫ =
b

a

dxxf 0)(

ba > 이면 ∫ ∫−=
b

a

a

b

dxxfdxxf )()(

앞으로 따로 말이 없으면 련속함수에 대한 적분만을 생각하기

로 한다.

적분의 정의와 극한의 성질을 써서 다음과 같은 적분의 성질을

쉽게 증명할수 있다.

함수 )(xf 가 구간 ],[ ba 에서 련속이면 점 iξ 를 어떻게 잡는

가에 관계없이 극한

∑
=

∞→∞→
Δ=

n

i
innn

xf
1

)(limSlim ξ

이 있다. 이 극한을 a 에서 b 까지의 )(xf 의 적분이라고 부르고 다

음과 같이 표시한다.

∫
b

a

dxxf )(

즉 ∫ ∑
=

∞→
Δξ=

b

a

n

i
in

xfdxxf
1

)(lim)(

이때 a 를 적분의 아래끝, b 를 적분의 웃끝, )(xf 를 피적분함

수, x를 적분변수라고 부른다.
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사실

(1) ∫ ∑
=

∞→
Δ=

b

a

n

i
in

xkfdxxkf
1

)(lim)( ξ

∫∑ =Δξ=
=

∞→

b

a

n

i
in

dxxfkxfk )()(lim
1

(2) xgfdxxgxf
n

i
ii

b

a
n

Δ+=+ ∑∫
=

∞→ 1

)]()([lim)]()([ ξξ

∫∑ ∫∑
=

∞→
=

∞→
+=Δξ+Δξ=

b

a

n

i

b

a
in

n

i
in

dxxgdxxfxgxf )()()(lim)(lim
11

성질 (2)의 두번째도 꼭 마찬가지로 증명된다.

2. 적분계산

적분 ∫
b

a

dxxf )( 의 값을 구하는것을 )(xf 를 a 에서 b 까지 적분한다

고 말한다. 적분값은 아래끝 a 와 웃끝 b 에만 관계되고 적분변수 
x에는 무관계하다. 그러므로 x를 다른 글자로 바꾸어도 된다. 

례를 들어  

∫∫ =
b

a

b

a

dttfdxxf )()(

적분의 성질

(1) ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()( ( k 는 상수)

(2) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([

∫∫∫ −=−
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([
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례 1. ∫
1

0

xdx 를 계산하여라.

(풀이) 구간 ]1,0[ 을 다음과 같은 점들로 n 개의 부분으로 같

게 나누자.

11210 =<
−

<<<<
n
n

n
n

nn
L  

이때 ),,2,1(11 ni
nn

i
n
ix L==

−
−=Δ  

매개 나눔구간 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

n
i

n
i ,1

에서 점 iξ 를 그 오른쪽 끝

점으로 잡으면 ),,2,1( ni
n
i

i L==ξ , xxf =)( 이므로 

n
if ii =ξ=ξ )(  

따라서 적분합은 

∑∑∑
===

⋅=Δ=Δ=
n

i

n

i
i

n

i
in nn

ixxf
111

1)(S ξξ  

nn
n

n
n

nn
1121

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+++= L 2

1)21(
n

n ⋅+++= L  

n
n

n
nn

2
11

2
)1(

2
+

=⋅
+

=  

따라서 

2
1

2
1limSlim =

+
=

→∞→∞ n
n

nnn
 

즉   ∫ =
1

0
2
1xdx  

이것은 그림 4-3에서 빗선을

친 3각형의 면적이다. 3각형

의 면적계산공식을 직접 써도

2
1
이 나온다.

적분계산을 우의 례에서와 같이 적분의 정의에 따라 적분합을

만들고 그 극한을 구하는 식으로 하는것은 간단하지 않다.

S

y

x 
10

y=x 

그림 4-3
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간단히 계산하는 방법을 생각해보자.

함수 )(xf 가 구간 ],[ ba 에서 련속이고 0)( ≥xf 이라고 할 때

적분 ∫
b

a

dxxf )( 는 곡선 )(xfy = 와 두 직선 bxax == , 및 x축으

로 둘러싸인 곡선제형의 면적을 표시하였다.

],[ ba 아낙의 한 점 x 를 잡고 ∫
x

a

dxxf )( 를 생각하면 이것은

],[ xa 에서의 곡선제형의 면적을 표시한다. x 를 변화시키면 그에

따라 ∫
x

a

dxxf )( 의 값이 달라진다. 즉 ∫
x

a

dxxf )( 는 x의 함수이다. 이

것을 )(S x 로 표시하면

∫ ≤≤=
x

a

bxadxxfx )()()(S

분명히 ∫==
b

a

dxxfba )()(S,0)(S

],[ ba 에 드는 임의의 점 x에서 증분 xΔ 를 잡으면

)()(S xfxxf −Δ+=Δ

는 그림에서 빗선을 친 작은 곡선제형의 면적과 같다.

그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이

xxxfxxf ΔΔ+≤Δ≤Δ )(S)(
이므로

)(S)( xxf
x

xf Δ+≤
Δ
Δ

≤

y

a b 

y=f(x) 

0

그림 4-4

x 

S(x)

x

y

x a b 

y=f(x) 

0

그림 4-5

x

S(x)

x+ xΔ

SΔ
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0→Δx 인 극한을 잡으면 )(xf 가 련속함수이므로

)(Slim)(
0

xf
x

xf
x

≤
Δ
Δ

≤
→Δ

따라서

)()(S xfx =′

즉 )(S x 는 미분하면 )(xf 가 되는 하나의 함수이다.

일반적으로 도함수가 )(xf 일 때 즉 )()( xfx =′F 일 때 )(xF 를

)(xf 의 원시함수라고 부른다.

례 2. 1) xxxx 2)'3(,2)( 22 =+=′ 이므로

3)(,)( 22 +== xxxx FF

들은 xxf 2)( = 의 원시함수이다.

2) 2323

3
1)(F,

3
1)(F xcxxxxx =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ( c 는 상수)이

므로 )(xF 들은 2)( xxf = 의 원시함수이다.

이와 같이 어떤 함수의 원시함수는 하나가 아니다.

)(xF 와 )(xG 가 )(xf 의 임의의 두 원시함수라고 하면

0)()()()(])()([ =−=′−′=′− xfxfxxxx GFGF

도함수가 0인 함수는 상수뿐이므로

cxx =− )()( GF ( c 는 상수)

즉 같은 함수 )(xf 의 원시함수들은 상수차이만을 가진다.

)(xf 의 하나의 원시함수를 )(xF 라고 하자.

앞에서 본바와 같이 )(xS 는 )(xf 의 원시함수이므로

cxx += )()( FS ( c 는 상수)

그런데 0)( =aS 이므로 )(ac F−=

따라서

)()()( axx FFS −=

이고

)()()( abb FFS −=
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즉

이 공식은 구간 ],[ ba 에서 련속인 모든 함수에 대해서 다 성

립한다. 이 공식을 미분적분학의 기본공식 또는 뉴톤-라이브니쯔의 공식

이라고 부른다.

이 공식은 적분을 계산하기 위해서는 피적분함수의 원시함수만

알면 된다는것을 보여준다.

도함수공식

1)( −=′ nn nxx 또는 n
n

x
n
x

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+

1

1

로부터 다음과 같은 적분계산공식을 하나 얻는다.

이 공식과 적분의 성질 (1), (2)를 쓰면 적분계산을 쉽게 할수 있다.

례 3. 1) 20
4

80

4

1

4

3 44

==−=
+

=∫
+3

1

3

1

13
3

13
xdxx

2) 18
3

0

3

3
2

33
3

0

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=⋅−=−=−∫ ∫ 3

22)2(
33

0

3

0

22 xdxxdxx

3) ∫ ∫∫
− −−

+=+
1

2

1

2

3
1

2

3 2)2( tdtdttdttt

9
24

2
21

2

4
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=+⋅=

−−
2

2)(

2

1

4

2)(

4

1
2

2244
1

2

tt

)()()( abdxxf
b

a

FF −=∫
또는 간단히 

|)()(
b

a

b

a

xdxxf F=∫  

∫ +
=

+b

a

b

a

n
n

n
xdxx

1

1
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적분에는 또한 다음과 같은 중요한 성질이 있다.

이 성질은 c가 구간 [ ]ba, 밖에 놓일 때도 성립한다.

례 4. ∫
−

1

1

dxx 를 계산하여라.

(풀이)
⎩
⎨
⎧

<≤−−
≤≤

=
01,

10,
||

xx
xx

x

이므로

1

0

21

0

0

1

20

1

1

1
22

|| xxxdxxdxdxx +−=+−= ∫∫∫
−−−

= 1
2

1

2

1)( 22

=+
−

문 제

다음 적분을 계산하여라.

1) dxx∫ +
5

1

)16( 2) ∫ −
2

0

2 )23( dxx 3) ∫
−

+−
3

3

)3)(3( dxxx

4) ∫ +−
α

θθθ
0

3)23( d 5) dttt∫ −−
4

1

)4)(1(

3. 부정적분 

)(xf 가 ],[ ba 에서 련속일 때 적분 ∫
b

a

dxxf )( 는 )(xf 의 원시함수

)F(x 를 알면

( ))()))( xfxabdxxf
b

a

=′−=∫ (FF()F(

으로 계산된다.

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(
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이제 적분의 웃끝 b를 변수 x로 표시하면

)))( axdxxf
x

a

F(F( −=∫

따라서 ∫
x

a

dxxf )( 는 적분의 웃끝 x의 함수이다.

이때 [ ] )())F)F()( x
x

a

fxax
dx
ddxxf

dx
d
∫ =′=−= (F( 이므로 ∫

x

a

dxxf )(

는 )(xf 의 하나의 원시함수이다.

따라서

 ))( 상수)는(F( ccxdxxf
x

a

−=∫
상수 c를 적분상수라고 부른다.

이때 왼변의 적분에서 웃끝과 아래끝을 생략하고 간단히

∫ dxxf )(

와 같이 쓰고 )(xf 의 부정적분이라고 부른다. 즉

이것은 련속함수의 부정적분은 그 원시함수와 같다는것을 보여

준다. 따라서 부정적분을 구하기 위해서는 미분법의 거꿀을 생각하

면 된다.

례 1. 1) ∫ += cxxdx 22 ( )xx 2)( 2 =′

2) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=∫  

3
1 2332

3
1 xcxdxx x

∫ +=⇔=′ cxdxxfxfx )(F)()()(F
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문 제

1. 다음 부정적분을 구하여라.

1) ∫ dxx 23 2) ∫ dx
x 2

1

2. 다음 사실이 성립한다는것을 밝혀라.

1) ( ) )()( xfdxxf =
′

∫ 2) ∫ +=′ cxfdxxf )()(

함수의 부정적분을 구하는것을 그 함수를 적분한다고 말하며 부

정적분을 구하는 산법을 적분법이라고 부른다. 적분법은 미분하여

)(xf 가 되는 함수 )(xF 를 구하는것이므로 미분법의 거꿀산법이다.

이리하여 도함수공식으로부터 )1(
1

1
−≠+

+
=

+

∫ α
α

α
α cxdxx 와 같은

적분공식을 얻을수 있다.

미분법의 규칙으로부터 다음과 같은 적분계산규칙을 얻을수 있다.

공식 (2)는 3개이상의 함수의 합과 차에 대해서도 그대로 성

립한다.

례 2. 1) ∫ +=+
+

=
+

cxcxdxx
514

514
4

2) cxc
x

dxxdxx +=+⋅== ∫∫ 4
4

33

4
444

3) c
x

c
x

dxx
x
dx

+−=+
+−

== ∫∫
+−

−
2

13
3

3 213
1

(1) ( ) ( )∫∫ = dxxfkdxxkf (k 는 상수)

(2) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf ][

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −=− dxxgdxxfdxxgxf ][
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문 제

다음 부정적분을 구하여라.

1) ( )∫ − dxx 13 2) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dx

x
x 3

2 12 3) ∫
+− dxxx

x3

2 1

련습문제

1. 다음 함수의 원시함수를 구하여라.

1) 35x 2) 34 −x 3) 0

4) 123 −++ xxx 5) )1( −xx 6) 3)2( −x
2. 다음 적분을 계산하여라.

1) ∫ −
1

0

)43( dxx 2) ∫
−

−
3

1

2 )1( dxxx 3) ∫ −
2
1

0

2)12( dtt

4) dxxx∫
−

+−
1

1

23 )12( 5) ∫
−

1

2

||2 dxx 6) ∫
−

−
2

1

|1| dxx

3.

⎩
⎨
⎧

<<−

≤≤
=

21,2

10
)(

,2

xx

xx
xf 일 때 적분 ∫

2

0

)( dxxf 를 계산하여라.

4. 다음 같기식에 맞는 함수 )(xf 를 구하여라.

1) 32)( xxf =′ 2) 2)31()( xxf −=′ 3) ∫ +−= cxxdxxf 23 5)(

5. 다음 부정적분을 구하여라.

1) ∫ dxx35 2) ∫ − dxx )( 5 3) ∫ − dxxx 2)1(

4) Q)1Q)(Q2( d∫ +− 5) ∫ ++ dxcbxax )( 2 6) ∫ 2r
dr

6. 함수 2)( xxxf −= 의 원시함수가운데서 다음 조건에 맞는것을

구하여라.

1) 0=x 일 때 그 값이 0이다.

2) 1=x 일 때 그 값이 -1이다.

7. 다음 조건에 맞는 함수 )(xf 를 구하여라.

1) 1)0(,1)( =−=′ fxxf
2) 3)1(),2)(12()( =−−=′ fxxxf
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제2절. 적분의 응용 

곡선 )0)(()( ≥= xfxfy 와 두 직선 x=a, x=b 및 x축으로 둘러싸

인 곡선제형의 면적 S는 다음과 같이 표시되였다.

∫=
b

a

dxxf )(S

례 1. 포물선 542 ++−= xxy 와 x 축으로 둘러싸인 도형의 면적

을 구하여라.

(풀이) 포물선 0)1)(5(542 =+−−=++−= xxxxy 이므로

(-1, 0), (5, 0)

따라서 구하려는 도형의 면적은

∫
−

++−=
5

1

2 )54( dxxxS

∫∫∫
−−−

++−=
5

1

5

1

5

1

2 54 dxxdxdxx

5

1

2
3

52
3

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−= xxx

3652
3

1
2550

3

125
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

)(xf ≤ 0 ( bxa ≤≤ )일 때 곡선 )(xfy = 와 두 직선 x=a, x=b 

및 x축으로 둘러싸인 도형은 그림 4-7에서 보는바와 같이 x축아래

에 놓인다.

이 도형을 x축에 관하여 대칭으로 옮기면 면적이 꼭같은 곡선

제형을 얻는다.

따라서 구하려는 도형의 면적 S는 다음과 같다.

∫∫ =−=
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(S

-1 0 5 x 

y 

그림 4-6

S

542 ++−= xxy
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례 2. 포물선 y= 2x -2와 x 축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구

하여라.

(풀이) 먼저 곡선 22 −= xy 가 x축과

사귀는 점의 x자리표를 구하

기 위하여 련립방정식

⎩
⎨
⎧

=
−=

0
22

y
xy

을 풀면

1x = 2− , 2x = 2
를 얻는다.

그런데 [ 2− , 2 ]에서 늘 y≤ 0이므로 구하려는 도형

의 면적 S는

|
2

2

32

2

2 2
3

)2(
−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−−= ∫ xxdxxS

3

28
22

3

22
22

3

22 =−−−−+−= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

문 제

1. 포물선 452 ++−= xxy 와 x축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하

여라.

2. 포물선 223 xxy −+= 과 두 직선 x=1, x=2 및 x축으로 둘러싸인

도형의 면적을 구하여라.

x 

y y=-f(x) 

a b 

y=f(x)

0
S

그림 4-7

y

그림 4-8

y=x2-2

-2

2− 0
S

x 2
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일정한 방향에 수직인 평면으로 립체를 잘랐을 때 생기는 자름

면의 면적을 알수 있으면 립체의 체적을 적분으로 계산할수 있다.

이제 일정한 방향을 x축으로 잡고 립체가 점 x＝a와 x＝b에서

수직으로 세운 두 평면사이에 놓여있다고 하고 구간 [a, b]를 점

bxxxxxa nii == <<<<<< − LL 110

들로 n개의 부분으로 같게 나누고 매개 나눔점에서 x축에 수직인

평면을 세워 립체를 자르면 n개의 작은 립체가 생긴다.

나눔구간 [xi-1, xi]에서 임의의 한 점 iξ 를 잡고 이 점에서 x축
에 수직인 평면을 세워 자른 립체의 자름면의 면적을 )(S iξ 라고 하

면 [xi-1, xi]사이에 끼운 작은 립체의 체적은

∑
=

−
=

n

i
in n

ab

1

)(SV ξ

따라서 나눔점의 개수 n을 한없이 늘이면 [a, b]는 무한히 잘

게 나누어지고

∑
=

∞→

−
=

n

i
in n

ab

1

)(SlimV ξ

로 정할수 있다.

이리하여 립체의 체적 V는 다음 공식으로 계산할수 있다.

( )∫=
b

a

dxxSV

xi-1

그림 4-9

x ξi xi 

ㄴ)

xo x a b

S(x)
y 

ㄱ)

S(ξi)
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례 3. 밑면의 면적이 S이고 높이가 H인

각뿔의 체적을 구하여라.

(풀이) 각뿔의 정점 O를 자리표원점으

로 하고 정점에서 밑면에 그은

수직선을 x축으로 정하자. x축의

임의의 점 x에서 축에 수직으로

세운 평면이 각뿔을 자르는 자

름면의 면적을 S(x)라고 하자.

이 자름면과 밑면은 닮은 도형

이고 그 닮음비는
H

x
이므로 그

면적의 비는

( ) 2

HS
S

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

xx

따라서 2
2H

S)(S xx =

이로부터 각뿔의 체적 V는

( ) HS
3
1

3H
SSSV

H

0

3

2

H

0

2
2

H

0

=⋅=
Η

== ∫∫
xdxxdxx

특히 립체가 회전체이면 회전축에 수직인 평면으로 립체를 잘

랐을 때 생기는 자름면의 면적을 쉽게 구할수 있다.

곡선 y＝f(x)를 x축주위로 돌려서 생기는 회전체를 축에 수직

인 평면으로 자를 때 그 자름면은 반경이 ｜y｜인 원이다.

그러므로 자름면의 면적은

)()(S 22 xfyx ππ ==

이며 다음의 체적계산공식이 얻어진다.

∫ ∫==
b

a

b

a

dxxfdxy )(V 22 ππ

O

H

x 

x 

그림 4-10

S(x)
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례 4. 반경이 R인 구의 체적을 구하여라.

(풀이) 구는 자리표원점을 중심으로

하는 반원을 x축주위로 돌려

서 생긴 회전체이다.

자리표원점을 중심으로 하고

반경이 R인 원둘레의 방정식

은 222 R=+ yx 이다.

따라서
222 R xy −=

이리하여 반경이 R인 구의 체적 V는 다음과 같이 계

산된다.

3
R

R

3
2

R

R

22
R

R

2 R
3
4

3
R()R(V |) ππππ =−=−==

−−−
∫∫

xxdxxdxy

문 제

1. 포물선 22xy = 과 직선 xy
2
1

= 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하

여라.

2. 포물선 12 += xy , 두 직선 ax −= 와 ax = 로 둘러싸인 도형을

x축주위로 돌렸을 때 생기는 회전체의 체적을 구하여라.

3. 아래밑면의 반경이 R, 웃밑면의 반경이 r, 높이가 H인 원뿔대

의 체적은

( )22 RR
3
HV rr ++=

π

이라는것을 이끌어내여라.

련습문제

1. 포물선 24 xy −= 과 직선 2+−= xy 및 x축에 의하여 둘러싸인

도형의 면적을 구하여라.

2. 포물선 xy 92 = 와 직선 xy 3= 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하

여라.

3. 두 포물선 32 2 −−= xxy 과 322 ++−= xxy 에 의하여 둘러싸인

도형의 면적을 구하여라.

R

y

x 0

R

그림 4-11

x 
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4. 곡선 3xy = 과 두 직선 xy 2= , xy = 로 둘러싸인 도형의 면적을

구하여라.

5. 타원 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

를 x축주위로 돌려서 생기는 립체의 체적을 구

하여라. 또한 y축주위로 돌렸을 때 생기는 립체의 체적을 구

하여라.

6. 두 밑면의 면적이 각각 S1, S2, 높이가 H인 각뿔대의 체적이

( )2211 SSSSH
3
1V ++=

로 된다는것을 밝혀라.

복습문제  

1. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫
−

+
1

1

)1( dxx 2) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2

1

2 1
2
1 dxx

3) ∫
3

1

2rdr 4) ∫ −
1

0

2)12( dxx

2. 포물선 12 += xy 과 직선 xy 35 −= 로 둘러싸인 도형의

면적을 구하여라.

3. 다음 적분을 구하여라.

1) ∫ −−
3

1

)3)(1( dxxx 2) ∫ −
1

0
0 )(

t

dtgtv 3) dxx∫
−

−
2

2

2 |1|

4. 포물선 562 +−= xxy 과 직선 7−= xy 로 둘러싸인 도형의

면적을 구하여라.

5. 다음 사실이 성립한다는것을 따져보아라.

1) ∫∫
−

=
aa

a

dxxdxx
0

22 2 2) ∫
−

=
a

a

dxx 03

6. 다음 부정적분을 구하여라.

1) dxax∫ 43 2) ( )∫ − dttt 232
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3) ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− dxxx

2
13

4

2
4) ( )( )∫ −− dxxx 3212

5) ( )∫ − dtt 31

7. 포물선 xxy 32 −= 와 직선 043 =−+ xy 으로 둘러싸인 도형의

면적을 구하여라.

8. 포물선 y2=2px와 직선 x=a로 둘러싸인 도형을 x축주위로 돌렸

을 때 생기는 립체의 체적을 구하여라.

기하학원본을 조선말로 번역한 수학자 리규경 

18세기의 우리 나라 수학자 리규경은 수학의 발전력사를 개괄

한 책 《수학의 시원》을 썼다. 그리고 1788년에는 중국말로 된

책 《기하학원본》을 우리 나라 말로 번역하였다. 이 책은 후에 일

본에로 전파되였다고 한다.

《기하학원본》은 B.C. 3세기에 유클리드가 쓴 전 13권으로

된 책으로서 수학사의 《7대명작》중의 하나이다.

 상 식 
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제5장. 확률과 통계 

제1절. 사건과 확률 

1. 사건과 그 산법  

윷놀이를 할 때 윷가락을 던지면《도》,《개》,《걸》,《쓩》,

《모》가운데 어느 하나가 나온다.

윷가락을 던지는것과 같이 어떤 현상이 일어나도록 조건을 지

어주는것을 시행, 《모》라든가 《개》와 같이 시행의 결과에 일어

나는 현상을 사건이라고 부른다.

알아보기 1부터 10까지의 수가 하나씩 적혀있는 수자카드가

들어있는 통에서 아무렇게나 2개의 수자카드를 꺼

낼 때 다음의 사건들이 일어날수 있는가?

1) 수들의 합이 2보다 작지 않을 사건

2) 수들의 합이 20과 같을 사건

3) 수들의 합이 10보다 작을 사건

확실한 사건을 Ω , 불가능한 사건을 φ로 표시하고 우연사건

을 A, B, C,… 로 표시한다.

이러저러한 시행의 결과로 나타나는 사건들은 서로 련관되여있

으며 몇개의 사건들이 결합되여 새로운 사건이 생긴다.

합사건 

시행의 결과에 두 사건 A와 B가운데 어느 한 사건이 일어나도

일어나는 사건을 두 사건 A와 B의 합사건이라고 부르고 A∪B(또는

A＋B)로 표시한다.

실례로 사격시 목표판우에 있는 두 구역 A, B를 생각하고 총

탄이 그 구역에 명중되는 사건을 동일한 기호 A, B로 표시하면 합

사건은 A∪B로 표시된다.

시행의 결과 반드시 일어나는 사건을 확실한 사건, 절대로

일어나지 않는 사건을 불가능한 사건, 일어날수도 있고 일어

나지 않을수도 있는 사건을 우연사건이라고 부른다.
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차사건 

시행의 결과에 두 사건 A와 B가운데 A는 일어나고 B는 일어

나지 않는 사건을 A와 B의 차사건이라고 부르고 A\B(또는 A-B)

로 표시한다.

적사건 

시행의 결과에 A와 B가 동시에 일어나면 일어나는 사건을 사

건 A와 B의 적사건이라고 부르고 A∩B(또는 AB)로 표시한다.

사건 A와 B에 대하여 사건 A가 일어나면 늘 사건 B가 일어날

때 사건 A는 사건 B에 포함된다고 하고 A⊆B로 표시하며 A⊆B이

고 B⊆A이면 A와 B는 같다고 말하고 A＝B로 표시한다.

배반사건 

두 사건 A, B에 대하여 A∩B=φ 즉 적사건이 늘 불가능한

사건일 때 A와 B를 서로 배반이라고 부른다.

나머지사건 

A∩B=φ, A∪B=Ω인 두 사건 A, B에 대하여 B를 A의

나머지사건(또는 A를 B의 나머지사건)이라고 부르고 A (또는 B )로

표시한다.

례. 어떤 함에 1등품, 2등품, 3등품이 섞여있다. 여기서 아무렇

게나 한개를 꺼낼 때 1, 2, 3등품이 나올 사건을 ,A,A 21

3A 으로 표시할 때 다음 사건들은 어떤 사건인가?

A1∪A2, A1∩A2, 3A , A1∪A2∪A3, 21 AA U

(풀이) A1∪A2는 1등품 또는 2등품이 나올 사건이고 A1∩A2는 1

등품도 나오고 2등품도 나올 사건인데 이것은 불가능하다.

3A 은 3등품이 아닌것이 나올 사건이므로

3A =A2∪A1

A1∪A2∪A3은 1, 2, 3등품가운데 어느 하나가 나올 사

건이므로 확실한 사건이다.

21 AA U 는 1등품이거나 2등품이 나오지 않을 사건이므로

21 AA U = 3A
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문 제

1. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 던지는 시행에서 다음의

사건은 어떤 사건인가?

1) 검은색과 흰색이 동시에 나타날 사건

2) 검은색이 나타날 사건

3) 검은색이나 흰색이 나타날 사건

4) 흰색이 나타날 사건

2. 다음 사건들은 어떤 사건인가?

1) 도체에 전기가 흐르면 열이 발생한다.

2) 보통온도에서 납땜은 녹는다.

3) 돌을 던지면 아래로 떨어진다.

4) 표준대기압에서 0℃이면 물은 언다.

5) 한 사람이 한번 사격하여 목표를 명중한다.

3. 어떤 제품이 합격품으로 되는 사건을 A, 불합격품으로 되는 사

건을 B, 합격품가운데서도 1등품일 사건을 C, 1등품이 아닐 사

건을 D로 표시하면 다음의 사건들은 어떤 사건들인가?

1) A∪B, A∪C, B∪C

2) A∩B, A∩C, A∩D

3) A\B, A\C, A\D

4. 세 사건 A, B, C에 대하여 어느 사건이 사건 CBA UU 인가?

1) 세 사건가운데서 적어도 한 사건은 일어나지 않는다.

2) 세 사건이 다 일어나는것은 아니다.

3) 세 사건이 다 일어나지 않는다.

4) 어느 한 사건이라도 일어난다.

5. 세 사건 A, B, C가운데서 두 사건만 일어날 때 일어난다고 보는

사건을 산법기호를 써서 식으로 나타내여라.

2. 사건의 확률  

자연현상들가운데는 우연적인것이 적지 않으므로 자연을 정복

하고 그것을 인민경제발전에 더 잘 리용하기 위해서는 실천과정에

서 부닥치게 되는 각이한 우연현상들을 분석해야 하며 이러저러한

사건들이 일어날 가능성을 타산해야 한다.
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확률의 통계적정의  

한번의 시행에서 주목하는 사건이 나타나겠는가 나타나지 않겠

는가는 단정할수 없다. 그러나 같은 시행을 여러번 반복할 때 사건

의 출현은 어떤 일정한 합법칙성에 따른다는것을 알수 있다.

이 합법칙성을 통하여 그것이 나타날 가능성정도를 량적으로

평가할수 있다.

앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던질 때 앞면이 나타날 가능성

을 고찰하기 위해 진행한 실험결과를 표로 나타내면 다음과 같다.

던진 회수(n) 앞면출현수(k) 빈도률 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
k

2 048

4 040

12 000

24 000

30 000

72 088

1 061

2 048

6 019

12 012

14 984

36 124

0.518 1

0.506 9

0.501 6

0.500 5

0.499 6

0.501 1

n번의 시행에서 사건 A가 k번 일어났다고 할 때 k를 사건 A

의 빈도수, 비
n
k
를 사건 A의 빈도률이라고 부른다.

알아보기 원판을 던지는 시행에서

1) n이 커질 때 빈도률
n
k
는 어떤 수에 가까와가는가?

2) 원판을 던질 때 앞면이 나타날 가능성을 얼마로

보아야 하겠는가?

많은 실험결과는 시행의 회수 n을 크게 하면 빈도률
n
k

가 어떤 수 P에 가까와간다는것을 보여준다. 이 수 P를 사건

A의 확률이라고 부른다.
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이렇게 확률을 정하는것을 확률의 통계적정의라고 부른다.

통계적방법으로 확률을 구하자면 시행을 수많이 되풀이해야 하

는데 이렇게 하는것은 어려우므로 시행회수 n이 상당히 클 때의 빈

도률
n
k
를 사건 A의 확률로 본다. 그러므로 이 확률은 어디까지나

근사값이다.

례 1. 원판을 던지는 시행에서 앞면이 나타나는 사건의 빈도률

n
k
는 n이 커짐에 따라 0.5에 접근한다.

따라서 이 사건의 확률은 P=0.5이다.

례 2. 어느 공장에서 생산한 전구 2 000알가운데 수명이 3 000시

간이상 되는것이 1 860알 들어있다. 이런 전구들이 들어있

는 통안에서 아무렇게나 한개 꺼냈을 때 그것의 수명이

3 000시간이상일 확률을 구하여라.

P 93.0
2000
1860

==  

문 제

1. 어떤 사수가 동일한 조건밑에서 사격을 진행한 결과 다음 표와

같은 성적을 얻었다면 명중확률은 얼마이겠는가? 사수는 매 사

격에서 10발씩 쏘았다고 한다.

회 수 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

명 중 한

회 수
9 9 10 10 10 8 9 9 10 10 9 8 7

2. 통안에 15개의 제품이 들어있다. 통안에서 아무렇게나 한개의

제품을 꺼내여 그것이 몇등품인가를 조사하고 다시 통안에 넣는

다. 이렇게 500번 조사하였는데 1등품이 324번 나타났다. 1등

품이 통안에 몇개나 있다고 볼수 있는가?
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고전적정의 

어떤 사건들에 대해서는 시행을 반복하지 않고 그 확률을 정할

수 있다.

알아보기 주사위(그림 5-1)를 한번 던질 때 웃면에 i개의 눈

이 나타나는 사건을 각각 Ei( 6,,2,1 L=i )라고 표

시하면

1) 일어날수 있는 사건이 몇가지인가?

2) 사건 2E 이 나타날 가능성은 얼마인가? 사건

3E 이 나타날 가능성은 얼마인가?

3) iE 들가운데 한 사건이 일어날 때 다른 사건도

함께 일어나는 경우가 있는가?

4) 웃면에 짝수개의 눈이 나타나는 사건은 어떤 사

건들로 이루어지는가?

5) 웃면에 3의 배수개의 눈이 나타나는 사건은 어

떤 사건들로 이루어지는가?

한번의 시행에서 나타날수 있는 사건을 요소사건이라고 부른다.

이때 어떤 두 요소사건도 서로 배반이며 모든 사건들은 요소사건

들로 이루어진다.

이제부터 한번 시행에서 나타날 가능성이 같은 n개의 요소

사건이 일어나는 경우를 고찰하겠다.

례 3. 윷가락을 던지는 시행에서 요소사건의 수는 얼마인가?

(풀이) 윷가락은 앞면과 뒤면이 구별되는 4개의 가락으로 되여

있다.

이것들을 던질 때 매 가락은 앞면 또는 뒤면의 어느 한 면

만을 나타낸다.

그림 5-1
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앞면이 한번도 나타나지 않는 경우 0
4C

앞면이 한개 나타나는 경우 1
4C

앞면이 두개 나타나는 경우 2
4C

앞면이 세개 나타나는 경우 3
4C

모두 앞면인 경우 4
4C

모든 요소사건수 16CCCCC 4
4

3
4

2
4

1
4

0
4 =++++

알아보기 만년필이 7자루, 원주필이 3자루 들어있는 통에서

아무렇게나 한자루 꺼낼 때 그것이 만년필일 가능성

이 크다고 말하면 옳은가? 왜 그런가?

이렇게 확률을 정하는것을 확률의 고전적정의라고 부른다.

아무런 사건 A에 대해서나 늘 ( ) 1AP0 ≤≤ 이다. 특히

P( ,1) =Ω P(φ)＝0이다.

례 4. 앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던지는 시행에서 요소사

건수는 2이고 앞면이 나타나는 사건은 1개이므로 앞면이

나타날 사건을 A라고 하면

2
1P(A) =

이것은 앞에서 통계적방법으로 구한 확률과 일치한다.

례 5. 윷놀이를 할 때 《도》,《개》,《걸》,《쓩》,《모》가 나

오는 사건들의 확률이 같은 사건이라고 볼수 있는가?

한 시행에서 일어날수 있는 요소사건들이 모두 n개이고

사건 A가 ( )nkk ≤≤0 개의 요소사건들로 이루어진 사건이면

n
k
를사건 A의 확률이라고 부르며 P(A)로 표시한다. 즉

P(A)=
n
k
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(풀이) 윷가락을 던지는 시행에서 요소사건수는 16이다. 《도》,

《개》,《걸》,《쓩》,《모》가 나오는 사건들을 A, B, C,

D, E라고 하자.

윷가락 4개가운데서 한개만 앞면이 나타난것이 《도》이

므로 《도》가 나오는 사건은 1
4C 개의 요소사건으로 이루

어진다.

따라서

P(A)
4
1

16
4

16
C1

4 ===

《개》가 나오는 사건은 2
4C 개의 요소사건으로 이루어지

므로

P(B)=
8
3

16
6

16
C2

4 ==

《걸》이 나오는 사건은
3
4C 의 요소사건으로 이루어지므로

P(C)=
4
1

16
4

16
C3

4 ==

《쓩》과 《모》는 각각 0
4

4
4 C,C 개의 요소사건으로 이루

어진다.

그런데 1CC 4
4

0
4 == 이므로

P(D)=P(E)=
16
1

그러므로

P(D)=P(E)<P(A)=P(C)<P(B)

례 6. 어떤 양어장에서 100마리의 물고기를 잡아 붉은 표식을

하여 놓아주었다. 얼마후 새로 고기를 100마리 잡아보니

붉은 표식이 있는 고기가 2마리였다. 저수지에 물고기가

모두 몇마리 있겠는가?

(풀이) 저수지에 있는 물고기수를 x라고 하고 이때 임의로 한마

리의 물고기를 잡았을 때 붉은 표식이 있을 확률은

x
100

이라고 볼수 있다.
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한편 100마리를 잡았을 때 붉은 표식이 있는것이 2마리

였으므로 붉은 표식이 있는 물고기가 잡힐 확률은
100

2
이다.

따라서

100
2100

=
x

x＝5000

답. 5 000마리

(주의) 이 실례에서
100

2
는 통계적정의에 기초하고있으며

x
100

은 고전적정의에 기초하고있다.

문 제

1. 3개의 정수와 2개의 부수가 있다. 그가운데서 아무렇게나 2개를

잡을 때 그것들의 적이 정수일 사건 A와 부수일 사건 B의 확률

을 구하여라.

2. 주사위를 2개 던졌을 때 웃면에 나타나는 눈수의 합이 9로 될

사건의 확률을 구하여라.

3. 매 면을 고르롭게 칠한 바른6면체를 1 000개의 크기가 꼭같은

쪼각바른6면체로 나누고 섞은 다음 임의로 한쪼각 바른6면체를

잡았을 때 2개 면이 색칠되였을 확률을 구하여라. 또 어느 면도

색칠되지 않았을 확률을 구하여라.

4. 1등품이 10개, 2등품이 3개, 3등품이 2개 들어있는 통에서

1) 아무렇게나 한개를 꺼낸것이 1등품일 확률을 구하여라.

2) 아무렇게나 2개를 꺼낸것이 다 1등품일 확률을 구하여라.

3) 아무렇게나 2개를 꺼냈을 때 그가운데 하나는 1등품이고

다른 하나는 2등품일 확률을 구하여라.

5. 같은 종류의 제품 N개가운데 1등품이 M( ≤N)개 있다. 여기

서 아무렇게나 n(≤N)개를 꺼낼 때 거기에 1등품이 m( ≤M)개

있을 확률을 구하여라.
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3. 더하기정리와 곱하기정리  

더하기정리 

(증명) 요소사건들의 개수를 n, 이가운데서 사건 A, B를 이루

는 요소사건의 수를 각각 21, mm 라면

( ) ( )
n

m
n
m 21 BP,AP ==

A, B는 배반사건이므로 A∪B는 21 mm + 의 요소사건들

로 이루어진다.

따라서

( ) ( ) ( )BPAPBAP 2121 +=+=
+

=
n

m
n
m

n
mm

U

일반적으로 사건 nA,,A,A,A 321 L 들이 서로 배

반이면

P(A1∪A2∪…∪An)=P(A1)＋P(A2)＋…＋P(An)

(증명) A와 A는 배반사건이고 A∪A=Ω이므로 정리 1에 의해

P(A∪A)=P(A)＋P(A )=1

따라서

P(A )=1-P(A)

례 1. 60개의 제품이 들어있는 상자에서 1등품이 51개, 2등품

이 7개, 3등품이 2개라고 한다. 이 상자에서 아무렇게나

한개의 제품을 꺼낼 때 그것이 1등품이거나 2등품일 사

건 C와 3등품일 사건 D의 확률을 구하여라.

정리 1. 배반사건의 합사건의 확률은 매개 사건의

확률의 합과 같다. 즉

A∩B=φ이면

P(A∪B)=P(A)＋P(B) 

계. 사건 A의 나머지사건 A의 확률은

( )AP1AP −=)(  
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(풀이) 꺼낸 제품이 1등품일 사건을 A, 2등품일 사건을 B로 표

시하면

( )
60
51AP = , ( )

60
7BP =

그런데 C= A∪B, A∩B=φ이므로

( ) ( ) ( )
30
29

60
58

60
7

60
51BPAPCP ==+=+=

그리고 CP = 이므로

( ) ( )
30
1

30
291CP1DP =−=−=

례 2. 20마리의 토끼가운데 검은토끼가 7마리이고 나머지는 흰

토끼이다. 이가운데서 아무렇게나 4마리의 토끼를 꺼낼

때 적어도 한마리가 검은토끼일 확률을 구하여라.

(풀이) 20마리가운데서 4마리를 꺼내는 시행이므로 가능한 경우

수는 4
20C 이다.

그가운데 4마리가 모두 흰토끼일 사건은
4
13C 개의 요소

사건으로 이루어진다. 이 사건을 A로 표시하면 4마리가

운데 적어도 한마리가 검은토끼일 사건은 A 이므로 그

확률은 다음과 같다.

)AP( ＝1-P(A)＝1-
17181920

10111213
1

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
−=4

20

4
13

C
C

0.85
969

826

969

143
1 ≈=−=

일반적으로 임의의 두 사건 A, B에 대하여 다음 식이 성립한다.

례 3. 100이하의 자연수가운데서 임의로 잡은 수가 2 또는 5로

완제될 확률을 구하여라.

P(A∪B)＝P(A)＋P(B)－P(A∩B)
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(풀이) 임의로 잡은 수가 2로 완제될 사건을 A1, 5로 완제될 사

건을 A2로 표시하면 2 또는 5로 완제될 사건은 A1과 A2

의 합사건이다. 
그런데 2와 5로 완제되는 수 즉 10의 배수들이 있으므로

≠21 AA I φ

그러므로 1A 과 2A 는 배반사건이 아니다.

따라서

P(A1∪A2)= P(A1)+P(A2)-P(A1∩A2)

5

3

100

10

100

20

100

50
=−+=

문 제

1. 50개의 제품가운데 2등품이 10개 있다고 한다. 아무렇게나 5개

의 제품을 꺼낼 때 2등품이 적어도 한개 들어있을 확률을 구하

여라.

2. 40개의 공가운데 롱구공이 10개 들어있다. 아무렇게나 6개의 공

을 잡을 때 롱구공이 2개이상일 확률을 구하여라.

3. 일반화된 더하기공식 P(A∪B)=P(A)＋P(B)－P(A∩B)를 증

명하여라.

4. 1부터 20까지의 수를 하나씩 써넣은 20개의 카드가운데서 아무

렇게나 한 카드를 잡았을 때 거기에 적힌 수가 2의 배수이거나

3의 배수일 확률을 구하여라.

5. 1부터 20까지의 번호를 붙인 20장의 카드가 있는 상자에서 임의

로 3장을 꺼낼 때 5의 배수가 적어도 하나 들어있을 확률은

( )이다.

1)
5

19
2)

57
29

3)
57
39

4)
57
49

곱하기정리 

알아보기 1) 두개의 주사위를 하나씩 던질 때 두번째 주사위

의 웃면에 1의 눈이 나타나는 사건의 확률은 첫

번째 주사위의 웃면에 어떤 눈이 나타났는가에

관계되는가?
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2) 흰공이 7개, 검은공이 3개 들어있는 통에서 2개

의 공을 임의로 꺼낼 때 두번째로 꺼낸 공이 흰

공일 사건의 확률은 첫번째로 어떤 공을 꺼냈는

가에 관계되는가?

1)에서 둘째 주사위의 웃면에 1의 눈이 나타나는 사건은 첫번

째 주사위의 웃면에 어떤 수의 눈이 나타났는가에 관계없이 일어

날수도 있고 일어나지 않을수도 있다. 이와 같이 두 사건 A, B에

서 어느 한 사건이 일어날 확률이 다른 사건이 일어났는가 일어나

지 않았는가에 관계되지 않을 때 두 사건 A, B는 서로 독립이라고

말한다.

2)에서와 같이 일반적으로 시행을 두번 실시할 때 첫 시행에

서 사건 A가 일어났는가 일어나지 않았는가에 따라 두번째 시

행에서 사건 B가 일어날 확률이 달라질 때 사건 B는 사건 A에

종속된다고 말한다.

례 4. 흰공이 7개, 검은공이 3개 들어있는 통에서 처음 꺼낸

공이 흰공일 사건 A, 두번째로 꺼낸 공이 흰공일 사건

을 B라면 ( ) ( )BP,BP AA 는 어떤 사건의 확률이며 그 값

은 얼마인가?

(풀이) ( )BPA 는 첫번째로 흰공을 꺼낸 조건밑에서 두번째로

흰공을 꺼낼 사건의 확률이다. 그러므로

( )
3
2

9
6

137
17BPA ==
−+

−
=

( )BPA 는 첫번째로 검은공을 꺼낸 조건밑에서 두번째로

흰공을 꺼낼 사건의 확률이다. 그러므로

( )
9
7

110
7BPA =
−

=

사건 A가 일어난 조건밑에서 사건 B가 일어날 확률을

조건부확률이라고 부르고 ( )BPA 로 표시한다.
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(증명) 요소사건의 수를 n, 그가운데서 사건 A, A∩B를 이루는

요소사건의 수를 각각 m, k라고 하면

P(A∩B)
m
k

n
m

n
k

⋅==

그런데 ( ) ( )BP,AP A==
m
k

n
m

이므로

P(A∩B) ( ) ( )BPAP A⋅=

마찬가지로 P(A∩B) ( ) ( )APBP B⋅= 도 증명된다.

A, B가 독립이라면

( ) ( ) ( ) ( )APAP,BPBP BA ==
이므로

P(A∩B)=P(A)·P(B)

3개이상의 사건들에 대해서는 다음 공식이 성립한다.

례 5. 100개의 제품이 들어있는 제품상자가 있다. 상자에서 5

개의 제품을 하나씩 꺼내여 검사하는데 한개라도 불합격

품이 나오면 그 상자의 제품은 모두 불합격으로 판정된

다고 하자. 상자안에 불합격품이 5개정도 들어있다고 하

면 이 제품상자가 불합격으로 판정될 확률은 얼마인가?

(풀이) 제품상자가 합격으로 판정될 사건을 A, i번째 검사에서

합격품이 나올 사건을 )5,,2,1(A L=ii 라고 하면

A=A1∩A2∩A3∩A4∩A5

정리 2. 두 사건 A, B의 적사건의 확률은 한 사건의 확률에 이

사건이 일어난 조건밑에서 다른 사건이 일어날 조건부

확률을 곱한 적과 같다. 즉

P(A∩B) ( ) ( ) ( ) ( )APBPBPAP BA ⋅=⋅=

P(A∩B∩C) )( (CPB)P(A)P BAA I=
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곱하기정리에 의해

)(A)P(A)P(A)PP(AP(A) 4AAA3AA2A1 321211 ∩∩∩=

( )5AAAA AP 
4321 ∩∩∩

100개가운데 합격품이 95개이므로

100
95)P(A1 =

99
94

1100
195)(AP 2A1
=

−
−

=

98
93

199
194)(AP 3AA 21
=

−
−

=∩

97
92

198
193)(AP 4AAA 321
=

−
−

=∩∩

96
91

197
192)(AP 5AAAA 4321
=

−
−

=∩∩∩

따라서

( ) 0.77
96
91

97
92

98
93

99
94

100
95AP ≈⋅⋅⋅⋅=

제품상자가 불합격품으로 판정될 확률은

( ) 0.23AP ≈−1

문 제

1. 100개의 부속품가운데 2등품이 1개 있다. 부속품을 한개씩 꺼내

서 질을 검사할 때 다음 확률을 구하여라.

1) 첫번째에 2등품이 나올 확률

2) 두번째에 2등품이 나올 확률

3) 세번째에 2등품이 나올 확률

2. 흰공이 4개, 붉은공이 3개 들어있는 통에서 공을 한개씩 꺼낸다.

첫째것이 흰공이고 둘째것이 붉은공일 확률을 구하여라.

3. 세 종류의 전자요소가 고장없이 동작할 확률이 각각 0.8, 0.85,

0.9이다. 이 요소들은 각각 독립적으로 동작한다. 이 세 요소가

다 고장없이 동작하게 될 확률을 구하여라.
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련습문제

1. 다음 명제들에서 옳은것을 찾아보아라.

1) 총을 쏠 때 목표를 명중하는 사건과 명중하지 못하는 사건은 일

어날 가능성이 같은 사건이다.

2) P(A∪B)=1이면 A와 B는 서로 나머지사건이다.

3) 1P(B)P(A) =+ 은 두 사건 A, B가 서로 나머지사건이기

위한 필요조건이다.

4) P(A∪B)= P(B)P(A)+ 이면 사건 A, B 는 서로 독립이다.

5) A, B가 배반사건이면 P(A∩B) P(B)P(A)⋅= 이다.

2. 아무렇게나 두자리수를 쓸 때 그 수자들의 합이 10으로 될 확률

을 구하여라.

3. 토끼를 많이 기를데 대하여 주신 위대한 장군님의 유훈을 높이

받들고 영희네 집에서는 많은 토끼를 기르고있다. 20마리의 토

끼가운데 5마리가 검은토끼이다. 이가운데서 아무렇게나 2마리

를 꺼낸것이 다 검은토끼일 확률을 구하여라.

4. 상자속에 6개의 흰공과 4개의 검은공이 들어있다. 이 상자속에

서 임의로 3개의 공을 꺼낼 때 그중 2개가 흰공, 한개가 검은공

일 확률을 구하여라.

5. 1부터 9까지의 수자를 하나씩 쓴 9매의 카드가 있다. 이가운데

서 아무렇게나 5개의 카드를 꺼낼 때

1) 1, 2, 3이 다 들어있을 확률을 구하여라.

2) 7이상이 하나만 들어있을 확률을 구하여라.

6. 학생 15명가운데서 탁구선수 4명을 뽑으려고 한다. 이때 이미

지정된 2명이 다 탁구선수로 뽑힐 확률은 얼마인가?

7. 은철이와 창현이가 속한 6학년 2반은 40명이다. 이 학급 학생

들을 4개 학습반으로 10명씩 가를 때 은철이와 창현이가 한 학

습반에 속할 확률을 구하여라.

8. 전기회로에 직렬로 련결된 3개의 요소가 있다. 전압이 2배로 올

라갈 때 매개 요소가 파괴될 확률은 각각 0.3, 0.4, 0.6이다.

이 회로가 끊어지지 않을 확률을 구하여라.

9. 어떤 전기회로에 20개의 요소가 있다. 이 요소들은 독립적으로

작용하며 고장없이 가동할 확률은 모두 0.7이다. 매 요소들이

동시에 가동할 확률은 다음것들가운데 어느것인가?

1) 1-0.320 2) 1-0.720 3) 0.320 4) 0.720
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10. 불량품이 5％ 들어있는 통에서 5개의 제품을 꺼낼 때 불량품이

한개 들어있을 확률은 다음것들가운데 어느것인가?

1) 5
100

4
95

1
5

C
CC ×

2) 0.954×0.05

3) 4×0.954 4) 5×0.954×0.05

제2절. 통계자료처리 

통계란 어떤 현상을 특징짓는 자료들을 조사하여 체계적으로

기록하여놓거나 조사자료에 기초하여 관측한 대상의 특징을 분석하

기 위하여 자료들을 분류하고 종합하는것을 말한다.

관측결과를 체계적으로 기록하여놓은것은 통계자료라고 부른다.

실례로 어떤 지역의 인구구성자료, 여러가지 제품의 생산량에

관한 자료, 생산물들의 이러저러한 특성에 관한 자료, 나이별에 따

르는 예방접종자료, 지자기현상이 일어난 날자 같은것을 체계적으

로 기록하여 놓은것들은 모두 통계자료로 된다.

관측자료에 기초하여 관측한 대상의 특성을 분석하기 위하여

자료들을 분류하고 종합하는것을 통계자료처리라고 부른다.

1. 빈도수분포표 

알아보기 다음 표는 어느 한 직장 종업원명단에 따르는 로동

자들의 기능급수자료이다.

5 6 4 4 3 6 5 5 6 6

5 5 6 4 7 4 4 5 3 7

5 4 6 5 5 5 6 3 7 3

5 7 7 5 4 5 6 5 4 5

4 5 7 6 4 6 3 5 5 4

1) 이 직장 로동자들의 기능급수가 몇급부터 몇급까

지인가?

2) 어느 급수를 가진 로동자들이 제일 많고 어느 급

수를 가진 로동자들이 제일 적은가?

표 1
표 1



 118

3) 이것을 한눈에 알아보자면 표를 어떻게 작성하면

되는가?

이 통계를 다음과 같이 작성하면 직장의 종업원들의 기능급수

에 대한 정확한 인식을 가질수 있다.

급수 3 4 5 6 7 계

인원 5 11 18 10 6 50

이와 같이 관측자료를 특성이 같은것을 조로 편성하여놓은것을

빈도수분포표라고 부른다.

빈도수분포표는 관측대상과 그 대상에 대한 빈도수를 한눈에

알아볼수 있게 만들어진 통계분류의 한 형식이다.

통계를 빈도수분포표형식으로 종합하는것은 여러 분야에서 널

리 쓰이고있다.

학생들의 학과목별성적종합표, 사격선수들의 사격결과에 대한

성적종합표, 소대별실탄사격종합표들은 모두 빈도수분포표이다.

례 1. 다음 표는 20차례에 걸쳐 진행한 어느 학급 학생들의 시

험성적을 학생별로 종합하여 써놓은것이다. 여기서

《학생》칸의 수들은 출석부번호이다.

표 2

학생 성적 학생 성적 학생 성적 학생 성적

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

72

83

57

43

59

90

68

55

96

82

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

63

88

79

93

86

59

86

71

62

75

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

58

53

86

83

80

89

79

76

99

63

31

32

33

34

35

36

37

38

86

100

82

68

96

64

70

53
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이 표를 통하여 매 학생의 성적이나 성적의 한계 같은것

은 알수 있으나 실력이 높은 학생수를 인차 알아보기

어렵다.

이 자료를 40점부터 100점까지를 10점간격으로 갈라놓

고 거기에 해당한 학생수를 적는 방법으로 표를 작성하

면 표 3과 같다.

표 3

점수구간(급) 학생수(빈도수)

40~50

50~60

60~70

70~80

80~90

90~100

1

7

6

7

11

6

계 38

이와 같이 자료들을 정리하여 만든 구간을 급, 급간의 너비를 급

간격, 구간에 들어있는 자료의 개수를 그 급의 빈도수라고 부른다.

이런 표를 급분류빈도수분포표라고 부른다.그리고 제일 큰것에서

제일 작은것을 던 차를 분포범위라고 부른다.

례 1에서

분포범위 : 100-43=57

급간격 : 10

급중심 : 45, 55, 65, 75, 85, 95

급이나 자료수가 많은 경우에 빈도수분포표만 보고서는 례를

들어 60점미만은 몇명인가, 80점이상은 몇명인가 하는것을 인차

알아내기 어렵다.

그래서 빈도수의 루적을 생각할 때도 있다.

첫째 급으로부터 어떤 급까지의 빈도수를 다 더한것을 그 급의

루적빈도수라고 부르고 루적빈도수를 써넣은 빈도수분포표를 루적빈도

수분포표라고 부른다.

한 급의 빈도수를 전체 빈도수의 합으로 나눈것을 그 급의 빈도

률이라고 부르며 빈도률을 적어놓은 표를 빈도률분포표라고 부른다.



 120

례 2. 표 4는 중학교 5학년 학생 40명의 키를 잰 결과를 기록

한것이다. 이것을 가지고 급간격이 5cm인 빈도수분포표

와 루적빈도수분포표를 만들어라.(첫째 급은 140이상,

145미만으로 하여라.)

표 4

(풀이) 빈도수분포표와 루적빈도수분포표는 다음과 같다.

급 루적빈도수

140~145

145~150

150~155

155~160

160~165

165~170

170~175

1

3

9

19

32

38

40

문 제

1. 례 2에서 키가 155cm미만인 학생은 몇명인가? 160cm이상은

몇명인가?

학생 키(㎝) 학생 키(㎝) 학생 키(㎝) 학생 키(㎝)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

161

153

168

156

163

154

164

163

155

156

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

157

163

164

154

162

164

159

147

163

158

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

174

163

150

158

160

153

163

158

144

165

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

159

166

172

149

162

165

152

169

157

168

급 빈도수

140~145

145~150

150~155

155~160

160~165

165~170

170~175

1

2

6

10

13

6

2

계 40
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2. 례 2에서 키에 대한 빈도률분포표를 만들어라.

3. 다음 표는 어떤 학급 학생들의 키에 대한 급분류빈도수분포표이

다. 루적빈도수분포표, 빈도률분포표를 만들어라.

표 5

급(키) 140～
145

～

150

～

155

～

160

～

165～

～170
계

빈도수(명) 1 3 9 17 8 2 40

2. 순서통계 

통계를 커지는 차례로 써놓은것을 순서통계라고 부른다.

순서통계에서 제일 작은 값(왼쪽에 있다.)을 최소값이라고 부

르고 minx 로, 제일 큰 값을 최대값(오른쪽에 있다.)이라고 부르고

maxx 로 표시한다.

그리고 minmaxR xx −= 을 분포범위라고 부르며 가운데있는 자료

(개수가 홀수일 때는 가운데위치에 있는 자료, 개수가 짝수일 때는 가

운데있는 두 자료의 합평균)를 중위값이라고 부르고 mex 로 표시한다.

례. 학과경연에서 10명의 학생들이 얻은 점수자료는 다음과 같다.

28, 26, 24, 24, 25, 25, 26, 27, 29, 23

순서통계는

23, 24, 24, 25, 25, 26, 26, 27, 28, 29

23min =x , 29max =x , 6R = , 7.25=mex
이처럼 집단의 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 알려고

할 때에는 이미 있는 통계자료로부터 순서통계를 만들어야 한다.

문 제

1. 학생 6명의 몸질량을 재여 얻은 자료는 다음과 같다.

59.7, 49.5, 54.4, 63.2, 61.3, 57.1

순서통계를 만들고 평균값, 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위

를 구하여라.

2. 5명의 학생의 키는 다음과 같다.

162.2, 152.1, 165.4, 171.8, 172
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순서통계를 만들고 평균값, 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위

를 구하여라.

3. 통계작성방법 

통계는 객관적인 대상의 특성을 연구하기 위하여 체계적으로

관측한 결과를 수자로 기록한것이다. 그러므로 처음부터 기록을 어

떤 형식으로 하여야 특성을 정확히 알아낼수 있겠는가 하는 문제가

나선다. 그러므로 통계양식문제와 관측대상에서 어떤 대상을 택하

는 문제가 중요하다.

수리통계학에서는 관측대상전체를 모집단이라고 부르며 거기로

부터 직접 관측하는 대상을 표본이라고 부른다. 표본에 들어있는

대상의 수를 표본의 크기라고 부른다.

표본은 객관성을 보장할수 있게 우연적으로 뽑는다.

그러므로 표본의 개개는 우연량으로 된다.

모집단에서 꺼낸 표본에 대한 관측자료는 관측값과 개수를 표시

하는 형식과 대상이 어떤 급으로 구분되여 표현되는 형식이 있다.

관측회수가 n일 때

1°관측값렬형식 2°빈도수분포표형식

3°급분류빈도수분포표형식

급 급중심 빈도수

21 aa −

32 aa −
⋮

1−− kk aa

1x

2x
⋮

kx

1n

2n
⋮

kn
계 n

2
1 ii

i
aa

x
+

= +  

ki ,,2,1 ⋅⋅⋅=  

관측값 빈도수

1x

2x
⋮

kx

1n

2n
⋮

kn
계 n

관측값

1x

2x
⋮

nx

∑
=

=
k

i
inn

1
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통계는 모집단의 특성을 알기 위해 만들어진 자료이다. 모집단

의 특성값(수학적기대값과 분산)을 알기 위해 표본을 리용한다.

4. 통계량 

조사나 관측을 통하여 얻은 자료의 분포상태는 평균값과 분산

에 의해 특징지어진다.

1) 평균값 

자료들의 총합을 자료의 개수로 나눈것을 평균값이라고 부르고

x로 표시한다. 즉 n개의 자료 nxxx ,,, L21 에 대하여

자료가 그리 많지 않을 때에는 매 자료를 하나하나 더할수 있지

만 많은 자료를 다룰 때에는 빈도수분포표형식으로 주어질수 있으므

로 평균값으로 다음것을 리용한다.

자료가 빈도수분포표로 다음과 같이 주어지면

자료가 급분류빈도수분포표로 주어지면

자 료 1x 2x …… 1−kx kx 계

빈도수 1f 2f …… 1−kf kf n

급중심 1x 2x …… 1−kx kx 계

빈도수 1f 2f …… 1−kf kf n

n
xxxx n+++

=
L21 (1)

ii

k

i

kk fx
nn

fxfxfxx ∑
=

=
+++

=
1

2211 1L
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∑

=

nfi

k

i 1

(2)
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례 1. 표 2와 표 3을 가지고 평균성적을 계산하여 비교하여라.

(풀이) (2)에 의해 구하면 평균성적은

( )100992965525343
38
1

++×+⋅⋅⋅++×+=x

08.75
38

2853
≈=

(2)에 의해 구하면

( )6951185775665755145
38
1

×+×+×+×+×+×≈x

75
38

2850
==

75는 평균성적 75.08의 근사값이다.

앞으로 자료가 급분류빈도수분포표로 주어졌을 때는 (3)에 의

해 정해지는 값을 평균값으로 보고 x 로 표시한다.

급중심 ix 들가운데서 빈도수가 비교적 크고 거의 가운데 놓인

급의 급중심 a 를 가평균이라고 부른다.

급간격이 h라고 할 때

( )ax
h

u ii −=
1 ( )ki ,,2,1 L=

라고 놓으면 huax ii += 이므로

( )kkkk fufuhanfxfxfx +⋅⋅⋅++=+⋅⋅⋅++ 112211

( ) ( )kkkk fufufu
n
hafxfxfx

n
x +⋅⋅⋅+++=+⋅⋅⋅++= 22112211

1

여기서 ( ) ufufufu
n kk =+⋅⋅⋅++ 2211
1

라고 하면

uhax +=

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==+++≈ ∑∑

==

nffx
n

fxfxfx
n

x
k

i
i

k

i
iikk

11
2211

11
L (3)
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u 를 계산하는것은 x 를 계산하기보다 간단하므로 이 식을 써

서 평균값을 구하는것이 편리할 때가 많다.

례 2. 표 4로 주어진 자료에 대하여 평균키를 두가지 방법으로

구하여라.

(풀이) 공식에 의해 구하면

75.159
40

6390
==x

)5.162( =a

급중심 ix if iu ii fx ii fu
142.5

147.5

152.5

157.5

162.5

167.5

172.5

1

2

6

10

13

6

2

-4

-3

-2

-1

0

1

2

142.5

295

915

1 575

2 112.5

1 005

345

-4

-6

-12

-10

0

6

4

계 40 -7 6 390 -22

가평균을 리용하면 이 표에서 보는것처럼 u의 계산이 쉽다.

( ) 75.159
40
2255.162 =

−
×+=x

문 제

1. 급분류빈도수분포표를 가지고 평균값을 계산할 때 급중심이 아

니라 매개 급의 평균값을 리용하면 x 는 시초자료를 가지고 계

산한 평균값과 일치한다. 왜 그런가?

2. 례 1에서 평균성적을 가평균을 써서 구하여라.

3. 아래의 표에 따르는 닭알의 평균질량을 구하여라.

닭알의 질량

(g)
45~ 50~ 55~ 60~ 65~ 70~75 계

빈도수 (알) 6 41 123 190 111 29 500
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2) 분산 

자료들의 분포상태를 알자면 분포의 범위나 평균값과 같은 분

포의 중심위치와 함께 그로부터 흩어진 정도를 나타내는 수값도 알

아내야 한다.

자료들의 흩어진 정도를 나타내는 수값을 분산도라고 부른다.

매 자료에 대하여 xxk − 를 kx ( )nk ,,2,1 L= 의 편차라고 부른다.

알아보기 편차의 평균값으로 흩어진 정도를 나타낼수 있겠는가?

편차의 2제곱의 평균값을 2s 으로 표시하고 분산이라고 부른다. 즉

( ) ( ) ( ) ( )2
1

22
2

2
1

2 11s xx
n

xxxxxx
n i

n

i
n −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+⋅⋅⋅+−+−= ∑

=

그리고

( )∑
=

−=
n

i
i xx

n 1

21s

를 표준편차라고 부른다.

자료가 빈도수분포표로 주어지면 분산은

( ) ii

k

i

nxx
n

2

1

2 1s −= ∑
=

, ∑
=

=
k

i
inn

1

자료가 급분류빈도수분포표로 주어졌을 경우에는 다음과 같이

계산한다.

ix 를 급중심, if 를 빈도수라고 하면 ( )ki ,,2,1 L=

표본에 의해 정해지는 x와 2s 및 s를 통계량이라고 부른다.

    ∑
=

=
k

i
ifn

1

 , ∑
=

=
k

i
ii fx

n
x

1

1
 

    ( ) ii

k

i

fxx
n

2

1

2 1s −= ∑
=

  : 분산 

    ( ) ii

k

i

fxx
n

2

1

1s −= ∑
=

 : 표준편차 
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례 3. 두개 학급의 어느달 수학과목성적은 다음 표와 같다.

어느 학급의 성적이 높은가?

(풀이) 평균성적 9.3
30

117
30

11311485
1 ≈=

×+×+×
=x

9.3
20
78

20
836465

2 ==
×+×+×

=x

두 학급의 평균성적은 같다. 분산을 계산하면

첫 학급 둘째 학급

xxi −
2

)( xxi − fi ifxix 2)( − fi ifxix 2)( −

1.1

0.1

-0.9

1.21

0.01

0.81

8

11

11

9.68

0.11

8.91

6

6

8

7.26

0.06

6.48

계 30 18.7 20 13.8

여기로부터 623.0
30

7.18s2
1 == , 69.0

20
8.13s2

2 ==

평균성적은 비록 같지만 분산이 작은 1반이 2반보다 실

력이 높다고 볼수 있다. 이것은 분산이 작을수록 성적이

높다는것을 보여준다.

례 4. 다음의 표는 한 과수농장에서 어떤 과일나무묘목 200그

루의 높이를 재여 얻은 자료를 정리한것이다. 이 자료들

의 평균값과 표준편차를 구하여라.

급(cm)
27.5

~

29.5

~

31.5

~

33.5

~

35.5

~

37.5

~

39.5

~

41.5

~43.5
계

빈도수

(묘목수)
3 10 23 47 49 40 36 2 200

급
점수

인원
5 4 3

1

2

30

20

8

6

11

6

11

8
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(풀이) 가평균을 리용하는것이 편리하므로 5.36=a 라고 놓고

계산한다.

( ) 185.0
200
371

882211 −=−=+⋅⋅⋅++= fufufu
n

u

ix if iu ii fu xxi − 2)( xxi −
2)( xxf ii −

28.5

30.5

32.5

34.5

36.5

38.5

40.5

42.5

3

10

23

47

49

40

26

2

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

-12

-30

-46

-47

0

40

52

6

-7.36

-5.36

-3.36

-1.36

0.37

2.37

4.37

6.37

58.216 7

31.696 9

13.176 9

2.656 9

0.136 9

5.616 9

19.096 9

40.576 9

174.650 7

316.969

303.068 7

124.874 3

6.708 1

224.676

496.519 4

81.153 8

계 200 1 728.62

( ) ( )cm13.36185.025.36 =−+=+= uhax

공식에 의하여 표준편차를 구하면

( )cm94264318621728
200
1s ... ≈=×=

문 제

1. 임의의 자료에 대해서나 편차의 총합은 늘 0이라는것을 밝혀라.

2. 표 4로 주어진 자료의 표준편차를 구하여라.

3. 표 5로 주어진 자료의 표준편차를 구하여라.

련습문제

1. 다음 관측값에서 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 구하여라.

165, 21, 19, 19.5, 17.5, 15, 15.5, 18.5, 18, 21, 20.5,

23, 23.5
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2. 학생들의 키에 대한 관측값이 다음의 표로 주어졌다. 학생들의

평균키를 구하여라.

3. 과목성적표가 다음과 같을 때 평균성적과 분산을 구하여라.

4. 다음 표는 학생들의 몸질량을 정리해놓은 급분류빈도수분포표이다.

1) 평균몸질량을 가평균을 리용하는 방법과 리용하지 않는 방법

으로 각각 구하고 비교하여라.

2) 표준편차를 구하여라.

5. 분산도의 하나로 또한 쓰이는것은 평균편차라고 부르는 다음과

같은 수값이다.

xxf
n

d i

k

i
i −= ∑

=1

1

1) 련습문제 4에서 몸질량에 대한 자료의 평균편차를 구하여라.

2) 표준편차와 비교해보아라.

3) 평균편차를 구하는 과정에 리용하는 표와 표에 적어넣는 순

차를 어떻게 하는것이 좋겠는가를 설명하여라.

급간격 인원

150 - 155

155 -160

160 -165

165 - 170

170 -175

175 -180

180 - 185

2

13

25

10

5

3

2

계 60

점수 5 4 3 계

인원 8 12 5 25

급(kg) 30~ 35~ 40~ 45~ 50~ 55~ 60~65 계

빈도수

(명)
1 5 14 25 22 12 6 85
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제3절. 우연량의 확률분포 

1. 2마디분포 

실제 문제들에서는 이러저러한 시행을 한번이 아니라 여러번

거듭 반복할 때가 많다.

실례로 어떤 량을 반복 측정한다든가 실험을 되풀이하는것을

들수 있다.

이러한 시행들의 렬을 시행렬이라고 부른다.

시행렬 { }iT 에서 매 시행 T i 의 결과로 일어나는 사건 A i 들이

서로 독립이면 이 시행렬을 독립시행렬이라고 부른다.

만일 사건 A i 들이 두가지 사건 A,A 만으로 이루어졌다면 이

독립시행렬을 단순독립시행렬이라고 부른다.

례 1. 1) 사격수가 3발을 단발사격하는것은 단순독립시행렬인가?

2) 명중확률이 p일 때 명중회수의 확률을 구하여라.

(풀이) 1) 매 사격은 독립적으로 진행되며 그 결과는 매 사격에

서 명중할 사건을 A로 표시하면 A이든가 A 로만 된

다. 따라서 사격은 단순독립시행렬이다.

2) ( ) pAP = , ( ) ( ) qp1AP1AP =−=−=

명중회수 0, 1, 2, 3에 대응하는 사건을 B 0 , B1, B 2 ,

B 3으로 표시하면 B AAA0 II= 이므로

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
30

3

03

qCqqq

APAPAPBP0P

=⋅⋅=

⋅⋅==

이고

( ) ( ) ( )AAAAAAAAAB1 IIUIIUII=

이므로

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 21
3

21
313 pqCAPAPCBP1P =⋅==

이고



 131

( ) ( ) ( )AAAAAAAAAB2 IIUIIUII=
이므로

( ) ( ) ( )[ ] ( ) qpCAPAPCBP2 22
3

22
323P =⋅⋅==

이고 AAAB3 II= 이므로

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 33
333 pCAPAPAPBP3P =⋅⋅==

일반적으로

우의 식에서 )(P mn 은 2마디식 ( )nx qp + 의 전개식에서
mx 곁

수로 된다.

그러므로 매 m의 값에 곁수로 되는 확률 ( )mnP 이 대응되

였다고 말할수 있다. 이러한 의미에서 ( )mnP ( )nm ,,1,0 L=
을 2마디분포라고 부른다.

례 2. 자동화된 생산공정에서 생산되여나오는 제품들에 대하여

매 시간마다 100개씩 선택하여 검사를 한다고 하자. 정

상적인 조건밑에서 불합격품이 나올 확률은 0.005라고

한다. 이때 불합격품이 5개이상 나올 확률을 구하여라.

(풀이) 제품을 하나씩 검사하는것은 단순독립시행렬이라고 할수

있으므로 불합격품의 개수 k의 확률은 2마디분포에 따른

다. 따라서 불합격품이 k개 나올 확률은 다음과 같다.

( ) ( ) kkkk −−= 100
100100 005.01005.0CP

불합격품이 5개이상 나오는 사건을 A라면 A 는 불합격

품이 4개이하인 사건이다. 따라서

( ) ( ) 9947.0005.01005.0CAP 100
100

4

0

≈−= −

=
∑ kkk

k

n 개로 된 단순독립시행렬에서 사건 A 가 m 번 나타날

확률을 Pn(m)이라고 하면

Pn(m)= mnmm
n

−qpC (m=0, 1, 2,…, n)
여기서 p 는 매 시행에서 A 가 나타날 확률, q 는 매 시

행에서 A가 나타날 확률(q＝1－p)이다.
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따라서

( ) 0053.09947.01AP =−≈

이것은 1 000번 검사하였을 때 불합격품이 5개이상 나타

나는 사건은 5번정도 일어난다는것을 보여준다. 즉 정상

상태에서는 거의 일어나지 않는다는것이다.

문 제

1. 주사위를 던질 때 웃면에 6의 눈이 나타날 확률은
6
1
이다. 10번

던질 때 6의 눈이 나타나는 회수가 7일 확률을 구하여라.

2. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 계속 던질 때 검은

색이 계속 나타날 확률이 0.01보다 작게 하기 위해서는 원판

을 적어도 몇번 던져야 하는가?(p=0.5, 301.02lg = )

3. 《예》 또는 《아니》라고 대답할 6개의 문제에 대하여 되는대로

《예》 또는 《아니》라고 대답하였을 때 다음것을 구하여라.

1) 두 문제만 옳게 대답하였을 확률

2) 3문제이상 옳게 대답하였을 확률

4. 2등품이 10% 들어있는 제품상자에서 아무렇게나 4개의 제품을

꺼낼 때 그속에 들어있는 2등품의 개수의 확률을 구하여라.

5. 2마디분포를 리용하여 윷놀이에서《도》,《개》,《걸》,《쓩》,

《모》가 나타날 확률을 구하여라.

실험에 의하면 2마디분포에서 n이 충분히 클 때 P )(mn 은 m
의 변화에 따라 증가하다가 감소한다.

이때 ( )mnP 이 최대로 되는 m 을 구하는 문제는 흥미가 있다.

( )
( ) q

p
1qp

qpC
p

1p 111

⋅
+
−

==
+

−

−−++

m
mn

Cm
m

mnmm
n

mnmm
n

n

n

이므로 ( ) ( )mm nn P1P ≤+ 이기 위해서는

1
q
P

1
≤⋅

+
−

m
mn
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즉

1p)1( +≤+ mn
로 될것이 필요하고 충분하다.

그러므로 [ ]p)1(0 += nm (여기서 ][ 는 옹근수부를 표시한다.)

라고 하면 다음 사실이 성립한다.

1° p)1( +n 가 옹근수일 때에는

)(p)1(p)(p)1(p)1(p)0(p 000 nmmm nnnnnn >>+>=−<<< LL

2° p)1( +n 가 옹근수가 아닐 때에는

)(p)1(p)(p)1(p)1(p)0(p 000 nmmm nnnnnn >>+><−<<< LL

사실 ( )p1+n 가 옹근수이면 p)1(0 += nm 이므로 10 +≤ mm 에

서 10 += mm 또는 mm =0 이다.

그러므로 10 −= mm , 0mm = 이므로

)(p)1(p 0 mm nn =−

p)1( +n 가 옹근수가 아니면 p)1(0 +< nm 이므로 mm =0 이다.

따라서 ( )p1+n 가 옹근수일 때에는 사건 A가 10 −m 또는 0m 번

출현할 가능성이 제일 크고 ( )p1+n 가 옹근수가 아닐 때에는 0m
번 출현할 가능성이 제일 크다.

례 3. 가령 포가 8문 있다고 하자. 가동확률이 98%일 때 몇문

의 예비포를 가져야 하는가?

(풀이) 이 문제를 풀자면 가동하지 못할 가능성이 제일 큰 경우

를 생각하여야 한다. 가동하지 못할 사건을 A라고 하면

A의 확률은 2% 즉 0.02이다. 따라서

( ) ( ) 18.002.018p1 =×+=+n

이므로 [ ] 018.0 =

이로부터 예비포가 필요없다는 결론이 얻어진다.

만일 이러한 포가 100문이 있다면

( ) ( ) 02.202.01100p1 =×+=+n
이므로 예비포는 2문이 있어야 한다.
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문 제

1. 20대의 뻐스가 있다. 매 뻐스의 년평균 가동하지 못할 확률은

0.05이다. 몇대의 예비대수를 가져야 뻐스를 만가동할수 있겠

는가?

2. 100대의 기대가 있다. 매 기대의 가동확률이 0.98이다. 기대의

만가동을 보장하려면 몇대의 예비기대를 가져야 하는가?

3. 11명의 축구선수로 구성된 축구팀에서 선수의 출석률이 0.98이

다. 후보선수가 몇명이 있어야 하는가?

2. 우연량의 확률분포와 특성값 

2마디분포에서 m 이 L,1,0=m 에 따라 변하면 m 의 매

값에는 확률 ( )mnP 이 대응한다. 이와 같이 m 과 같은 변량에 확률

이 대응될 때 그 변량을 우연량이라고 부르고 우연량에 확률을 대

응시켜놓은것을 확률분포라고 부른다.

2마디분포는 확률분포의 한 실례로 된다.

일반적으로 우연량 x 가 취할수 있는 값이 ,,, 21 Lxx nx 이

고 이에 대응하는 확률이 np,,p,p 21 L 일 때 x 의 확률분포는 표

x 1x 2x … nx

p 1p 2p … np

로 표시할수 있다. 확률분포에서 확률들의 총합은 늘 1이다.

그것은 우연량이 잡을수 있는 모든 값에 대하여 그 값에 대응

하는 사건들이 모두 배반사건들이고 그것들의 합사건은 확실한 사

건이기때문이다.

례 1. 주사위를 두번 던질 때 웃면이 나타나는 눈의 수의 합 x
의 확률분포를 구하여라.

(풀이) 주사위를 두번 던질 때 요소사건수는 36이다. 매 사건들을

(i, j)로 표시하자.(여기서 i는 첫번째 나온 눈의 수이고 j
는 두번째 나온 눈의 수이다.)
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i=2인 사건 (1,1)

i=3인 사건 (1,2), (2,1)

i=4인 사건 (1,3), (2,2), (3,1)

i=5인 사건 (1,4), (2,3), (3,2), (4,1)

i=6인 사건 (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)

i=7인 사건 (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)

i=8인 사건 (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)

i=9인 사건 (3,6), (4,5), (5,4), (6,3)

i=10인 사건 (4,6), (5,5), (6,4)

i=11인 사건 (5,6), (6,5)

i=12인 사건 (6,6)

그러므로 주사위를 두번 던질 때 x 의 확률분포는 다음과 같다.

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

)(p x
36
1

18
1

12
1

9
1

36
5

6
1

36
5

9
1

12
1

18
1

36
1

우연량의 확률분포를 알고있으면 그 우연량의 특성을 완전히

파악할수 있다.

그러나 어떤 경우에는 우연량의 개별적인 특성들만 알아도 될

때가 많다. 우연량의 개별적인 특성가운데서 가장 중요한것이 기대

값과 편차이다.

수학적기대값은 우연량이 잡는 값들의 확률적인 평균값이라고

볼수 있으며 우연량의 확률분포에서 중심을 표시하는 특성량이다.

우연량 x 가 잡을수 있는 가능한 값들을 nxxx ,,, 21 ⋅⋅⋅⋅ 이라

고 하고 그에 대응하는 확률을 각각 np,,p,p 21 L 이라고 할 때

nnx xxx pppE 2211 +++= L

을 우연량 x 의 수학적기대값 또는 기대값이라고 부른다. 
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례 2. 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의 개수들의

합의 수학적기대값을 구하여라.

(풀이) 례 1의 표를 리용하면

+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=
6
17

36
56

9
15

12
14

18
13

36
12E x

7
36
112

18
111

12
110

9
19

36
58 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+

이것은 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의

개수의 합이 7일 때가 가장 많다는것이다.

례 3. 한가지 부속품을 생산하는 두 기대의 생산량가운데서 생

기는 3등품의 개수 x의 확률분포는 각각 다음과 같다.

이 두대의 생산량이 같다면 어느 기대가 더 좋은가?

(풀이) 두 기대의 생산량이 같으므로 3등품의 개수가 더 적은

기대가 좋은 기대라고 평가할수 있다.

두 기대가 내는 3등품개수의 수학적기대값을 구하면

1xE ＝０×0.4＋1×0.3＋2×0.2＋3×0.1＝1

2xE ＝０×0.3＋1×0.5＋2×0.2＋3×0＝0.9

1xE ＞
2xE

따라서 둘째 기대가 첫째 기대보다 더 좋다.

례 4. 2마디분포에 따르는 우연량의 수학적기대값을 구하여라.

(풀이) x 가 2마디분포에 따르는 우연량이면

x2

p

0     1      2     3

0.3   0.5    0.2    0  

x1

p

0     1      2    3 

0.4   0.3   0.2   0.1  
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knkk
nn k −= qpC)(P ( )nk ,,1,0 L=

그러므로 그의 기대값은

( )∑∑
=

−−

= −
⋅

==
n

k

knkknkk
n

n

k
x knk

nkk
00

qp
!!

!qpCE

( ) pqppqpCp 111
1

1

nnn nknkk
n

n

k

=+== −−−−
−

=
∑

례를 들면 명중확률이 0.95인 총으로 100발 사격할 때

95발정도는 명중할것이라고 짐작할수 있다.

문 제

1. 다음 수렬가운데서 우연량 x 의 확률분포로 될수 없는것은 어느

것인가?

1) 0,
2
1
, 0, 0,

2
1

2) 0.1, 0.2, 0.3

3) p , p1− , p ( )0p ≠ 4)
21

1
⋅

,
32

1
⋅
, …, ( ) nn ⋅−1

1
,

n
1

2. 어떤 공장의 한 작업반에서 생산된 제품가운데서 1등품이 85%,

2등품이 10%, 3등품이 5% 있고 개당 1등품의 값은 100원, 2등

품의 값은 90원, 3등품의 값은 85원이다. 이 작업반에서 하루

평균생산량이 1 000개이라면 매일 작업에 착수하기 전에 이 작

업반에서는 얼마만한 수입을 기대할수 있는가?

3. 명중확률이 0.95로 평가된 사격수가 3번 사격할 때 목표판에

명중한 회수 x 의 확률분포와 수학적기대값을 구하여라.

4. 원둘레모양의 고리를 던져 말뚝에 거는 놀이를 할 때 한개 걸

릴 때마다 1점씩 받는다고 하자. 10개 던져서 8점정도 받는 학

생이 4개의 고리를 던질 때 얻을수 있는 점수의 확률분포와 기

대값을 구하여라.
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수학적기대값 xE 가 분포의 중심을 나타낸다면 2제곱편차

( )x2σ 와 표준편차 ( )xσ 는 중심으로부터 흩어진 정도(분산)를 나타

내는 량이다.

우연량의 수학적기대값, 2제곱편차, 표준편차를 우연량

의 특성값이라고 부른다.

례 5. 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈수들의 합의

표준편차를 구하여라.

(풀이) 례 2에서 본바와 같이 수학적기대값은 7E =x 이다.

따라서

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+

−
+

−
+

−
+

−
=

9
75

12
74

18
73

36
72 2222

2 xσ

( ) ( ) ( ) +⋅−+
−

+⋅−+
36
578

6
77

36
576 2

2
2

( ) ( ) ( ) ( )
36

712
18

711
12

710
9
79 2222 −

+
−

+
−

+
−

+

6
55

36
5

9
4

12
9

18
16

36
252 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++=

( ) 145.2
6

35
≈=xσ

우연량 x 의 수학적기대값을 m 이라고 할 때

( ) ( ) ( ) nxnxx xxx pEpEpE 2
2

2
21

2
1 −+⋅⋅⋅+−+−

을 우연량 x 의 분산 또는 2 제곱편차라고 부르고 ( )x2σ 로 표시

한다. 즉

( ) ( ) kxk

n

k

xx pE 2

1

2 −= ∑
=

σ

그리고  

               ( ) kxk

n

k

xx pE)( 2

1

−= ∑
=

σ  

를 표준편차라고 부른다. 
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례 6. 한 학생의 성적표가 다음과 같다.

과목 국어 수학 외국어 물리

성적 5 4 4 3

이때 성적평가를 위하여 시험성적을 우연량으로 보고 특

성값을 구하여라.

(풀이) 확률분포는

x 5 4 4 3

p
4
1

4
1

4
1

4
1

평균성적은 수학적기대값으로 평가된다.

4
4
13

4
14

4
14

4
15 =⋅+⋅+⋅+⋅=m

2제곱편차와 표준편차를 구하면

( ) ( ) ( )
4
144

4
145 222 ⋅−+⋅−=xσ ( ) ( )

2
1

4
143

4
144 22 =⋅−+⋅−+

( )
2

1
=xσ

따라서 평균성적은 우등이지만 편차가 있으므로 학생의

성적은 우등으로 평가할수 없다.

문 제

1. 명중확률이 0.9인 총으로 총탄 5발을 가지고 사격할 때 목표판

에 명중한 회수 x 의 수학적기대값과 표준편차를 구하여라.

2. 2마디분포에 따르는 우연량의 표준편차가 pqn=σ 임을 밝혀라.
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3. 정규분포 

주사위를 n 번 던져서 1의 눈이 k 번 나올 확률은

( )
knk

k
nn k

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

6
5

6
1CP

에 의하여 구할수 있다.

오른쪽표는 10=n 일 때 1의 눈이

나올 회수 x 의 확률분포이다. 마찬가지

로 30=n , 50 일 때에도 그 확률분포를

구할수 있다. 이것을 그라프로 표시하면

그림 5-2와 같다.

그림에서 보는것처럼 n의 값이 커짐

에 따라 그라프의 모양은 점차적으로 대

칭으로 되여간다.

일반적으로 우연량 x가 2마디분포

에 따를 때 n값이 커짐에 따라 그 확률

분포의 그라프는 대칭인 곡선에 가까와

간다는것이 알려져있다.(그림 5-3)

이와 같은 곡선에 따르는 우연량 x의 확률분포를 정규분포, 그

곡선을 정규분포곡선이라고 부른다.

x 

y

0 m

그림 5-3

0 14

0.1 

0.2 

0.3

0.4 

2 6 10

n=50

x

y 

n=10 

n=30
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그림 5-2
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0.054 3
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…



 141

자연현상과 기술에서 만나게 되는 대부분의 우연량들은 정규분

포에 따른다.

례를 들면 같은 종류의 생물체들의 이러저러한 기관들의 크기

라든가 같은 나이의 사람들의 키, 발의 길이 그리고 여러가지 물리

적량들의 측정값들, 브라운운동하는 립자의 자리표성분 등 수많은

량들은 정규분포에 따른다.

우연량 x의 평균값이 m이고 표준편차가 σ 인 정규분포곡선은

다음과 같은 성질을 가진다.

1°곡선은 x＝m에 관하여 대칭이다.

2°곡선은 x＝m일 때 최대값을 가지며 x가 m에서 멀어져감에

따라 곡선은 x 축에 가까와간다.

3°곡선과 x 축사이의 부분면적은 1이다.

평균값이 m, 분산이 2σ 인 정규분포를 ( )2,N σm 으로 표시한다.

우연량 x가 정규분포 ( )2,N σm 에 따를 때 다음 사실이 성립한다.

여기서 0.683, 0.954, 0.997을 믿음확률, )( σσ +− mm , ,

( )σσ 2,2 +− mm , )( σσ 3,3 +− mm 를 대응하는 믿음구간, 68.3,

95.4, 99.7을 믿음도라고 부른다.(그림 5-4)

 

우연량 x 가 정규분포 ( )2,N σm 에 따를 때

( ) 683.0P =+≤≤− σσ mxm
( ) 954.022P =+≤≤− σσ mxm
( ) 997.033P =+≤≤− σσ mxm

그림 5-4

x
m

N=(m, σ2) 

0.997

0.683

0.954

m-3σ m+3σ m+σ m+2σ m-σ m-2σ 
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례 1. 어느 한 중학교 6학년 남학생들의 키는 기대값이 163cm,

표준편차가 3cm인 정규분포에 따른다고 한다. 이 학생

들의 키는 어떤 범위에 든다고 말할수 있는가?

(풀이) 163=m (cm), 3=σ (cm)이므로

154331633 =⋅−=− σm (cm)

172331633 =⋅+=+ σm (cm)이므로

이 학생들의 키는 99.7％가 154～172cm라는것을 알수

있다.

례 2. 불합격품이 나올 확률이 0.05인 기대에서 생산한 제품을

1 000개 검사할 때 70개이상의 불합격품이 나올 확률을

구하여라.

(풀이) 제품검사에서 불합격품의 개수를 x라고 하면 x는 2마디

분포에 따른다.

0001=n , 05.0p = 이므로

5005.01000p =×== nm (개)

7995.005.01000pq ≈××== nσ (개)

그런데 시행회수 1000=n 은 충분히 큰 값이므로 우연량

x는 정규분포 ( )27,50 에 따른다고 볼수 있다.

7173503 =×+=+ σm
따라서

( ) ( ) ( )997.01
2
13P70P −⋅≈+≥=≥ σmxx 0015.0=

이것은 1 000개에서 70개이상의 불합격품이 나오는 사

건은 거의 일어나지 않는다는것을 보여준다.

문 제

1. 우연량 x가 정규분포 ( )27,120N 에 따를 때 다음 확률을 구하여라.

1) ( )14199P ≤≤ x 2) ( )106P ≥x

2. 어느 한 중학교 6학년 녀학생들의 키는 기대값이 156cm이고 표

준편차가 3cm인 정규분포에 따른다고 한다. 이때 이 녀학생들

의 68.3%가 속하는 키의 범위를 구하여라.
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3. 주사위를 7 200번 던질 때 웃면에 1의 눈이 1 000번이상 나올 확

률을 구하여라.

련습문제 

1. 토끼가 새끼를 낳을 때 암컷과 수컷을 낳을 확률이 각각 0.5라

고 할 때 다음것을 구하여라.

1) 8마리의 새끼가운데 암컷이 3마리일 확률

2) 8마리의 새끼토끼가운데 4마리이상이 수컷이 아닐 확률

2. 명중확률이 0.8인 사격을 n번 진행하였을 때 적어도 1−n 번 명

중할 확률이 0.92보다 작게 되는 가장 작은 n을 구하여라.

3. 100개의 제품이 들어있는 상자에 10개의 특제품이 섞여있다.

상자에서 임의로 5개의 제품을 꺼내였을 때 거기에 들어있는 특

제품의 개수 x의 확률분포와 수학적기대값을 구하여라.

4. 앞뒤가 구별되는 5개의 원판을 동시에 던질 때 앞면이 나타나는

개수를 x라고 할 때 다음것을 구하여라.

1) x의 확률분포

2) x의 수학적기대값과 표준편차

5. 남학생 5명, 녀학생 3명이 있는 분조에서 2명의 대표를 선

출할 때 선출되는 남학생수를 x 라고 할 때 x 의 확률분포,

수학적기대값과 표준편차를 구하여라.

복습문제 

1. 수자 1, 1, 2, 2, 3을 가지고 만든 세 자리수들의 모임에서 아

무렇게나 한개를 선출하였을 때 그 수가 200보다 크고 300보다

작은 수일 확률을 구하여라.

2. 100개까지의 자연수들가운데서 임의로 선택한 수가 7로 완제될

확률을 구하여라.

3. 100개의 제품가운데 불합격품이 5개 있다. 여기서 아무렇게나 5

개 잡았을 때

1) 불합격품이 하나도 없을 확률을 구하여라.

2) 적어도 한개의 불합격품을 포함하는 경우의 확률을 구하여라.
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4. 10명의 사람이 0부터 9까지의 수자를 각각 한개씩 쓸 때 10명

이 다 다른 수자를 쓸 확률을 구하여라.

5. 승강기가 7명의 사람을 태우고 10개의 층에 멎는다. 같은 층

에서 2명이상 내리지 않을 확률을 구하여라.

6. 12명의 남학생과 8명의 녀학생이 있다. 20명의 학생가운데서

6명을 선수로 뽑으려고 한다. 이때 남학생 4명, 녀학생 2명이

뽑힐 확률을 구하여라.

7. 수자 1을 쓴 카드가 5매, 3을 쓴 카드가 3매, 5를 쓴 카드가 2매

있다. 임의로 3매의 카드를 잡을 때

1) 적어도 두매의 카드에 쓴 수자가 같을 확률을 구하여라.

2) 3매의 카드에 쓴 수자의 합이 7로 될 사건의 확률을 구하여라.

8. 자동보총사격에서 10점에 맞힐 확률은 0.7, 9점에 맞힐 확률은

0.3이다. 3발 사격하여 29점이상 맞힐 확률을 구하여라.

9. 길이가 10인 비트렬(수자 0 또는 1로 이루어진 10자리수자렬)

을 우연적으로 발생시킨다. 다음의 경우에 비트렬이 0을 포함하

지 않을 확률을 구하여라.

1) 비트 0과 비트 1의 발생확률이 같을 때

2) 비트 1의 발생확률이 0.6일 때

10. 길이가 4인 비트렬을 임의로 선택할 때 첫 비트가 1이라는

조건에서 비트렬에 적어도 2개의 0이 련이어있을 확률은 얼

마인가?

11. 매 시행에서 사건 A 가 일어날 확률이 0.2이다. 시행을 사

건 A 가 나타날 때까지 진행한다고 할 때 4번째만에 사건 A

가 나타날 확률을 구하여라.

12. 5개의 흰공과 5개의 검은공이 들어있는 통에서 임의로 공을 1

개씩 5번 꺼내는데 매번 꺼냈던 공을 다시 넣는다.

1) 흰공을 3번 꺼낼 확률을 구하여라.

2) 적어도 한번 흰공을 꺼낼 확률을 구하여라.

13. 주사위를 60번 던질 때 웃면에 1의 눈이 나오는 회수 x 의 기

대값과 표준편차를 구하여라.

14. 통안에 흰공이 7개, 붉은공이 3개 들어있다. 여기서 꺼낸 공은

다시 통에 넣지 않으면서 통에서 아무렇게나 공을 하나씩 꺼내는

데 붉은공이 나오면 그만 둔다고 한다. 꺼낸 흰공의 개수 x 의
기대값과 그의 표준편차를 구하여라.
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15. 어느 중학교 500명 학생들의 키는 평균값이 163.4cm, 표준편

차가 5.6cm인 정규분포에 따른다. 다음의 키를 가진 학생은

전체의 몇%인가?

1) 152.2cm이상 174.6cm이하

2) 157.8cm이상 169cm이하

3) 174.6cm이상

4) 146.6cm이상

16. 한번의 시행에서 나타날 확률이 0.5인 사건 A 가 1 000

번의 독립시행에서 400~600번 나타날 확률이 0.97보다 크

다고 할수 있는가?

17. 다음 표는 어느 학급의 학생 40명에 대한 몸질량의 급분류빈도

수분포표이다.

몸질량(kg) 45~50 50~55 55~60 60~65 65~70 계

빈도수(명) 5 10 14 8 3 40

몸질량의 평균값과 표준편차를 구하여라.

18. 모집단이 다음과 같은 분포에 따를 때 크기 100인 임의의 표

본평균은 어떤 분포에 따른다고 볼수 있는가?

1) 모집단은 0001=n , 2.0P = 인 2마디분포에 따른다.

2) 모집단은 정규분포 ( )210,50N 에 따른다.



 146
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